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TrykT HOS J. JorGgENsEN & Co. (M, A. HANNOVER)




Enhver matematikkyndig, der uhildet har fulgt Nyz 7zds-
skrift for Matematik fra dets begyndelse, vil sikkert give mig
ret i, at mag. Foldbergs udtraedelse af redaktionen beted en
fuldstaendig frontforandring for tidsskriftets elementzre afde-
lings vedkommende, idet hans efterfolger mag. 7rser ikke
har optaget arven efter sin forganger: gennem talrige og i
reglen fortrinlige opgaver at skaffe sig flittige medarbejdere
blandt de unge, ja endog de alleryngste matematikstuderende.
Derimod er afdeling 4 nu bleven hjemstedet for mere eller
mindre filosofiske, matematik-paedagogiske udviklinger.

Dertil kommer, at tidsskriftets anmeldelser af lerebager,
der, foretaget paa rette maade, burde vare en af dets hoved-
opgaver, stedse antager en mere og mere uheldig form:
visse forfattere roses saa meget som mulig, medens andre
bedommes efter alle kunstens regler. Hvad skal man f. eks.
sige til anmeldelserne af overlerer Dr. S. A. Christensens og
overlaerer Lauritzens lereboger i geometri for mellemskolen?
Disse »anmeldelser« paataler kun fejl og forsyndelser, som
om to saa dygtige lerere ikke skulde have haft nogetsom-
helst rosvaerdigt paa hjaerte!

Som eksempel i den anden retning skal jeg navne mag.
Triers anmeldelse af Dr. Bonnesens geometri for meliem-
skolen; i denne anmeldelse siges (1904, p. 54): Den, der i
en aarraekke har undervist begyndere i geometri, vil efter
laesningen af Dr, B's bog fole sig matematisk og pedagogisk 1)
forynget o. s. v.

') Kursiveringen skyldes her og overalt i det folgende mig. Tidsskriftet

kender merkelig nok ikke til disse typer.
rk
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Nu kan der, efter min opfattelse, ikke vere tvivl om, at
denne bog — -spergsmaalet om dens originalitet eller ikke-
originalitet ufortalt!) — er en i matematisk henseende fortraef-
felig bog; men som lerebog for born! Jeg tror ikke at sige
for meget, naar jeg erklerer, at der i den henseende mildest
talt hersker tvivl blandt matematiklaerere, eller at der maaske
rettere, paa faa undtagelser naer, hersker ret staerk enstem-
mighed i opfattelsen af dette spergsmaal. Vilde det mon
derfor ikke have forgget tilliden til mag. 7. som fremtidig
anmelder, hvis han her, ved siden af al anerkendelse ud fra
et videnskabeligt standpunkt, havde omtalt den paedagogiske
side af sagen paa en lidt mere nggtern og @druelig maade?
Mag. 7. har dog ellers ved andre lejligheder vist, at han,
endog paa ret udfordrende maade, kan ggre opmaerksom paa
andre forfatteres formentlige forsyndelser i den retning (se
f. eks. 1904, p. 13).

I den sidste tid er det imidlertid gaaet endnu uheldigere
med den aand, i hvilken vort stafsunderstottede tidsskrift
ledes, idet dette, vort emeste hjemlige matematiske organ, er
ved at blive til et rent og skaert partiorgan, forfagtende til
det yderste meninger og anskuelser, der, saavidt jeg har for-
staaet, er ret isoleret reprasenterede i larerverdenen.

Denne starke partitagen daterer sig fra,det af Dr. Bon-
nesen udgivne sartryk af en artikel i tidsskriftet: om mate-
matikundervisningen i gymnasiet; denne piece, der saa mark-
verdig distribueredes umiddelbart, forinden Dr. Krag/Z aab-
nede diskussionen i Matematisk Forening om samme @mne,
spillede dog ingen navnevardig rolle ved dette diskussions-
mode og har heller ikke, saavidt jeg da har forstaaet, fundet
synderlig genklang i almindelige padagogiske krese.

Efter den Tid havder mag. 77zer imidlertid atter og atter
i sit tidsskrift den besynderlige paastand: funktionsbegrebet
skal >gennemsyre« hele matematikundervisningen i gymnastet,
endog for de to sproglige liniers vedkommende — mindre
kan ikke gore det!

') Hvorfor her helt forbigaa dette sporgsmaal, der ret sterkt fremhaeves i
omtalen af Dr. K7raghs geometri?




5

Om funktionsbegrebet bgr vi forst bemarke, at mange at
de stgrste matematikere har anvendt storste delen af deres
liv paa at opnaa en endog meget ufuldkommen forstaaelse
af dette begreb — og saa skulde dette vanskelige begreb
»gennemsyre« undervisningen paa et saa beskedent standpunkt
som for gymnasiets sproglige linier!

Man maa her negdvendigvis stille mag. 7. felgende to
sporgsmaal: 1°. Hvorledes kan man »gennemsyres« af et be-
greb, som man ikke forstaar? 2° »Gennemsyrer« det under-
visningen, at man nogle gange lader eleven skrive v = /()
og i visse tilfelde tegne den tilsvarende kurve?

[Lad os dernast se lidt paa mag. Z7rzers stilling til funk-
tionsbegrebet og til funktionsteorien i det hele, belyst af en-
kelte glimt i magisterens padagogiske artikler (mig bekendt
har mag. 7. ikke skrevet noget selvstendigt matematisk ar-
bejde).

I. Striden mellem mag. 77ier og Dr. Mollerup, blandt
andet om negative tal, er interessant, fordi den kaster et
skarpt lys over disse to i visse krese toneangivende mate-
matikere.

Dr. M. siger i sin Regning og Aritmetike for mellemskolen
(L°p. 3);

Ti de negative tal har langtfra altid betydning; faar man
i en opgave det resultat, at et sted ligger — 3 mil st for
Sorg, da betyder dette i almindelighed blot, at stedet ligger
vest for Sore, ikke at det ligger 3 mil vest for Sorg; det
sidste er specielt. Derimod har et positivt resultat i en
saadan opgave altid en bestemt betydning.

I, p. 14 lgser Dr. M. folgende opgave:

Et tog kerer fra Kgbenhavn mod Korser Kl. 9 fm. og
korer 6 mil i timen; et andet korer fra Korser mod Kgben-
havn kl. 101) med en fart af 4 mil i timen. Afstanden mel-
lem Kgbenhavn og Korser er 14 mil. Hvor mgdes togene?

Vi antager, at de medes x mil gst for Sorg, der ligger
4 mil gst for Korsgr . ... Paa sadvanlig maade findes da

") Samme formiddag, eller hvornaar?
4
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mgdestedet at vaere — ¢ mil gst for Sorg, og Dr. M. skriver
videre (p. 15): da indeholder svaret — ¢ mil gst for Sorg en
ligesaa bestemt angivelse af mgdestedet, som om vi havde
fundet # = 3 mil. Ti »— ¢ mil gst for Sors betyder her ¢
mil vest for Sorg; lgser vi nemlig opgaven om igen og siger,
at medestedet er x mil vest.for Sorg 0. s. v.«

Samme side (15) skriver Dr. #7.: Lad os forandre op-
gaven saaledes, at det ene tog fra Kebenhavn til Sorg korer
med 6 miles fart, medens det fra Sorg til Korsgr kerer med

8 miles fart.... (ved samme fremgangsmaade som for findes
da medestedet at vaere — ¢ mil gst for Sorg).... (p. 16):
Her er altsaa besvarelsen — ¢ zkke nogen bestemmelse af

mgdestedet, men den omstandighed, at vi ingen bestemmelse
finder, viser os, at vi maa regne Stykket om igen (szc!).
Videre siger Dr. M. (p. 18): Vi har altsaa i det fore-
gaaende set, at der eksisterer negative tal, der i visse tilfelde
er ligesaa klave bestemmelser som de positive, men ikke i alle.

For at lade disse markelige udviklinger »gennemsyre« af
funktionsbegrebet vil vi lgse folgende opgave, der er af
samme art som Dr. M.s sidste af de ovenfor omtalte:

To kontinuerte funktioner f(x) og g (x) defineres saaledes,
at bestandig f(x) = 2x + 1, medens g (x)=sx — 5 for x>>3,
men g(¥)=13—x for x<3; find x af ligningen f(x)= g (x).

Da ligningen 2x 4 1 = 52 — 5 giver x =2, er denne
positive lpsning ubrugelig; af 224 + 1 = 13 — x faas x = 4;
denne positive losning er derfor ligeledes ubrugelig; ligningen
f(#) = g (x) giver overhovedet ikke nogen lgsning for z.

Dr. M’s ovenfor navnte af mig kursiverede paastand om,
at et positivt resultat i en saadan opgave a/#zd har en be-
stemt betydning er altsaa fejl. Sidste afsnit af Dr. M.'s oven-
staaende udvikling er fejl; han forstaar ikke, at den ene af
de funktioner, han opererer med (som ovenstaaende g (%)) er
tkke-analytisk! De af ham betragtede Forhold har intet med
talbegrebet at skaffe, men hidrgrer fra den ikke-analytiske
funktions simgularitet (for g (x) svarende til vaerdien x = 3).

Det havde vaeret gnskeligt, om mag. 7" havde ladet funk-
tionsbegrebet »gennemsyre« sin anmeldelse af Dr. #.’s oven-
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nevnte bog; maaske var hans slutningsbemarkning (1904,
p. 117) da kommen til at lyde noget anderledes.

II. Mag. 7. farer i harnisk over min bemerkning om, at
prof. Dini i sin verdensbergmte laerebog i funktionsteori (re-
elle variable) har fremhaevet, at graensebegrebet er et af
matematikens allervigtigste; mag. 7" skriver i den anledning
(1907, p. 80), at det er en »misforstaaelse« at tro, at man
ikke for Dinis bog udkom, havde varet klar over granse-
begrebets betydning (sic!). Dernaest fremhaver mag. 7., at
prof. Ful. Petersen noget tidligere har fremsat en lignende
bemarkning med omtrent de samme ord.

Denne »berigtigelse« maa bero paa en fuldsteendig mangel
paa sagkundskab og forstaaelse fra mag. 7.’s side. Hvor har
jeg for resten haevdet, at Dini skulde have nogen prioritets-
ret til denne bemaerkning? Det har han i hvert fald ligesaa
lidt som Ful. Petersen; saaledes har f, eks. Dirichlet i sine
foreleesninger langt tidligere fremsat den samme bemarkning.
Naar mag. 7. vil optreede som »korrigerende« paa dette
omraade, burde han i det mindste vide, at Dinzs bog er den
Jorste eksisterende larebog, der helt har fulgt ovennavnte
fundamentale princip, og navnlig burde han vide, at prof.
Petersens navn slet ikke herer hjemme her, idet denne for-
fatters leerebog i funktionsteori end ikke n@wvner granselerens
fundamentalbegreber: fundamentalrakker, det almindelige kon-
vergensprincip, gvre og nedre greense, limes superior og infe-
rior

III. Meget naivt bemarker mag. 7. (1907, p. 73), at Dr.

p

Bonnesen »illustrerer« a° a9 ved kurven ¥ = 2%; at denne
bemerkning er fuldkommen sort tale, fremgaar alene af sporgs-
maalet: Hvad er 2% naar man ikke kender enten eksponen-
tialfunktionen eller potens med brudden eksponent og der-
igennem, ved granseovergang, med irrational eksponent?!

IV. Som jeg senere skal omtale, synes mag. 7. hverken
at forstaa definitionen for en talmangde eller betydningen af
limes-tegnet.

Blaendet af disse strejflys fores jeg personlig til at opstille
felgende hypotese:
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Skulde mon ikke mag. Triers begejstring for funktions-
begrebet som >gennemsyrer«< af matematiken, sely Jor gymna-
stets sproglige linier, hidrove fra hans mangel paa forstaa-
else af dette vanskelige begreb og paa kendskab til Junktions-
teorien 7 det hele ? '

Jeg skal nu gaa over til at omtale mag. Zrsers sidste, mig
bekendte, literaere frembringelse, som tilmed har veret den
indirekte aarsag til disse bemarkninger, nemlig magisterens
»anmeldelse« af min Mindre lerebog i Aritmetik 0g Algebra.

Der er forst tegnene 0 og co; mag. 7. synes ikke at for-
staa betydningen af limes-tegnet, naar han bebrejder mig, at

jeg af graenseveardien
lim (a) =0
b=o00 b

slutter, at o /%er betyder et tal, hvis numeriske verdi er min-
dre end ethvert selv nok saa lille positivt tal. Grensevaerdiens
definition er nemlig folgende:

Det endelige og bestemte tal 4 kaldes gransevardi for
talfelgen?):

(1) A Qg Gl Qe

)

naar det for ethvert forud opgivet, nok saa lille positivt tal
€, er muligt at bestemme et saadant positivt helt tal &, at
for n> NV bestandig |4 — a,| < &; er A =o0, haves derfor,
for n> N, bestandig |a,|< e. Fra talfolgen gaar man let
over til den kontinuerte variation, hvorom talen vel narmest
er ved ovenstaaende gransevaerdi.

Ovenstaaende talfelge (1) siges at divergere til + oo, naar
det for et vilkaarligt forud opgivet, selv nok saa stort posi-
tivt tal £ er muligt at bestemme et saadant positivt helt tal
N, at for > N bestandig a, > E.

Saaledes er definitionen for + oo, idet (1) er en vilkaarlig
divergent talfslge med positive elementer!

!) Talsamlingen ¢, g, @....a,.... siges at danne en talfolge, naar vi har
(i hvert fald teoretiske) midler til at bestemme ethvert af dem f. eks.
a,, naar dets marketal ~ opgives,
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Mag. 7' synes ikke at forstaa denne definition, naar han be-
brejder mig, at jeg definerer -+ co som et tal, i sammenligning
med hvilket ethvert angiveligt, selv nok saa stort positivt
tal er forsvindende, medens oo igvrigt er ganske wbestemt:
mag. 7. vil derimod istedetfor fuldsta:ndig ubestemt have et
tal, der varierer efter en eller anden lov eller paa vilkaarlig
maade. Variationen efter en eller anden lov vilde vare fejl;
men skal et tal variere efter en eller anden lov, saaledes at
det varierer paa vilkaarlig maade, saa maa denne lov veare
en vilkaarlig lov! Hvad er en vilkaarlig lov? Jeg, der ganske
vist kun er matematiker, ikke filosof, troede, at begreberne
swilkaarlig« og »lov« udelukkede hinanden.

Er oc da et bestemt tal, siden det ikke tor kaldes ube-
stemt? Man kunde fristes til at tro, at mag. 7. har samme
opfattelse som de skoledisciple, der af ham angives at tro,
at oo er et bestemt tal; magisteren skriver nemlig videre, at
min definition havner sig paa en »markelige og »voldsome
maade i det folgende, og som begrundelse heraf haevder han,
at man kunde slutte, at 0 4 00 0og 00 .00 var ubestemte!
Javel er de ubestemte, fordi co er det; men det mener mag.
7. altsaa ikke! Derimod kan de ubestemte former co 4+ 0
og 00 - 0o ikke som 0 .00, 0:0 etc. oscillere mellemn gren-
serne -+ 00 og — 00.

Naar mag. 7. angriber min definition af rationale tal:
samlingen af tal, der enten er endelige hele tal, derunder ind-
befattet o, e/ler uforkortelige breker, hvis taellere og navnere
er endelige hele tal, idet dog navneren o er udelukket, skal
jeg stille folgende to spergsmaal:

1% Er ethvert af disse tal rationale? 2° Gives der ratio-
nale tal, som er forskellige fra ovennavnte? — Mag. 7. skulde
da vel ikke have glemt leren om brakers forkortning?

Eks. 1. Man har § = §; er § rational?

Eks. 2. Settes for kortheds skyld,

1 JE ]

A=2§+4i2-({+2+3)+63( +- + S+ +5)+

=i-<—l—+‘)+52 ( oo L ( gttt
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g
er kvotienten A : A4 rational?

Eks. 3. Antages henholdsvis || <1 og |22| < |1 + 22,
og seaettes

b |

z > e I
f(x)=§—3¢+’57'—}'é+"'

e 2 2¢ \* 2 4 [ 2x \5 :
S s e e e
haves under begge de ovennzvnte forudsaetninger:

"4 Boes 13
&) 2’
er kvotienten f(x): ¢(#) rational?

Hvilken af disse tre broker 3:9, 2: A og f(x): g(x) er
mon »sest« rational — efter magisterens mening?

Mag. 7. fabler om, at man da ikke twmenker sig brgkers
tellere og navnere variable, naar det ikke fremgaar af sam-
menhaengen!

Hvad man benytter som grunddefinition maa virkelig
passe i alle forhold og ikke vaere afhangigt af den tilfeldige
sammenhzng! Videnskaben respekterer i hvert fald ikke slige
vilkaarlige forbud af mag. 7!

Ydermere respekterer mag. 7. altsaa ikke fordringen om,
at man ved definitionen af en fe/maengde skal give midler til
at bestemme alle mangdens tal en og kun en gang. Hvor-
ledes var det ellers muligt at afgere om to mangder var
®kvivalente eller ikke?

Mag. 7. stiller sig fremdeles i opposition til kravet om,
at hvis o er gransetallet for tilnaermelsesraekkerne

o s e o X R s
gl 2 SRR St

saa maa for ethvert  ulighederne %, >« >/, vare opfyldte!

Dette har jeg udtrykt paa en noget kejtet maade, ved at
tallene /%, og 4, indsatte i den ligning, der definerer w, skal
give henholdsvis et overskydende og et underskydende resul-
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tat (eller omvendt); meningen turde dog klart fremgaa af
bemarkningen om }2. Den skyhed, jeg, i en videnskabelig
fremstilling af min teori for irrationale tal, havde for uden
videre at benytte tegnene >, = og <, burde jeg naturligvis
have ladet falde i denne ganske korte, elementare fremstilling.

Men naar mag. 7. fryder sig over, at Dr. Kragh ved
sine anvendelser af tilnermelsesrackker, ikke beviser, at de af
ham benyttede rakker tilfredsstiller alle de af mig stillede krav
(nemlig ikke det om over- eller underskydende resultat), saa
viser dette kun, at magisteren slet ikke forstaar sagen, han
selv har sat sig til dommer over! ‘

For ikke at fortabe mig i lange udviklinger, skal jeg ind-
skreenke mig til folgende bemarkninger:

Lad 24,7 og 2/, betegne perimetrene af de ved en
cirkel med radius » om- og indskrevne regulaere polygoner
med sideantallet 2°; da ser man uden vanskelighed, at

" TR R SR SN
S PSR e

er sadvanlige tilnermelsesreekker, og dermed er vi her fer-
dige; ti eksistensen af grensetallet () er dermed bevist.

En ganske anden sag er det, naar man ved tilnaermelses-
raekker skal bestemme et ad anden vej defineret irrationalt
tal. Seges f. eks. den positive rod i ligningen

fl@)=22—2 =0,

saa maa tallene %, og /, foruden kravet om at danne tilnaer-
melsesraekker, da f(x) her er monoton, tilfredsstille fordrin-
gerne f (/) >0, f(l,) < 0 og dette skal finde sted for ethvert
n; den endnu nedvendige betingelse /() —f (k) <€ for
n> N er af sig selv opfyldt, fordi f(x) er kontinuert.

Ved at sammenligne mag. Z7iers angreb paa min defini-
tion af rationale tal med hans rosende udtalelser!) (1904,
p. 14) om definitionerne i min storre Lerebog i Trigonometri
(hvor den nu anfaegtede definition ordret findes), begynder

) Hvilken magister 77ier skal man saa tro, ham fra 1904 eller ham fra
1907 ?
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der hos mig at demre en forstaaelse af, hvad mag. 7. for-
staar ved en vilkaarlig lov.

En vilkaarlig lov (eller maaske snarere en lovlig vilkaar-
lighed) er naturligvis det princip, hvorefter magisteren lader an-
melde beger i sit statsunderstottede tidsskrift! 1904, p. 14 skri-
ver mag. 7. nemlig endvidere, at slutningen af min ovennavnte
lerebog i trigonometri ikke egner sig til omtale i afdeling 4
(fordi den er for videnskabelig?). Hvorledes kan da prof. Fuels
afhandling i Videnskabernes Selskabs skrifter anmeldes i denne
samme afdeling 4 af tidsskriftet? Dette er dog sket (1902,
p. 76).

Medens den matematiske vaerdi af mag. Zrzers »angrebc
paa mig taler for sig selv overfor enhver sagkyndig, kan jeg
ikke undlade at fremsaztte endnu felgende bemaerkning om
en anden side af sagen:

For mag. Triers egen skyld vilde jeg have onsket, at han,
som udgiver af et stalsunderstottet tidsskrift, ikke havde be-
nyttet dette til at drage sammenligning mellem lkonkurrevende
lereboger, naar han selv har veret medarbejder ved en af
disse.

Kobenhavn, d. 7. marts 1908.

Niels Nielsen.
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1. Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen. XII 4 408 sider (ind-

bunden). Pris Mk. 14 1904.

2. Handbuch der Theorie der Gammafunktion. X 4 326 sider (indbunden).

Pris Mk, 12, 1906.

3. Theorie des Integrallogarithmus und verwandter Transzendenten. VI 106
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GYLDENDALSKE BOGHANDEL — NORDISK FORLAG

NIELS NIELSENS

MATEMATISKE LEZREBQOGER
FOR GYMNASIET

A. De sproglige linier.

Mindre lzrebog i aritmetik og algebra.

Larebog i geometri (i trykken).

B. Den matematisk-naturvidenskabelige linie.
Laerebog i aritmetik og algebra.

Lzrebog i plangeometri (i trykken).
Leerebog i trigonometri.

Lerebog i stereometri.

Grundtraek af infinitesimalregningen,

Tilleg til aritmetik og algebra (kadebrgker og determinanter),

Learebogerne i geometri udkommer i lobet af april.

TRYKT HOS U, JORGENSEN & GO. (M. A, HANNOVER]

e = e o Ly

!,




3




ety

LT s
)

S A




