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Forord.

Mit Formaal med Udarbejdelsen af dette lille Skrift
har vaeret at tilvejebringe en kort Fremstilling af Fejlenes
Theori efter de mindste Kvadraters Methode for dem —
serlic Landinspektorer —, der ikke have tilstreekkelige
Kundskaber i Mathematik til at kunne benytte de allerede
foreliggende Skrifter af denne Art. Af Hensyn til, at der
er forudsat forholdsvis faa Forkundskaber, har jeg stundom
maattet afvige fra de exakte Methoder, og navnlig har jeg
ikke taget noget Hensyn til de Forbedringer i Begrundelsen,
som ere paapegede af Hr. Geheime-Etatsraad Andrae i hans
Afhandling: ,Om den rette Begrundelse af de mindste Kva-
draters Methode® i den danske Gradmaaling, 1ste Bind.

Til Slutning maa jeg udtale en Tak til Hr. Lektor
Freuchen, som har vist mig den Velvillie at gjennemse
Manuskriptet og udtalt felgende:

,Det forekommer mig, at Hr. Meller er kommet saa

»ner ved Losningen af den vanskelige Opgave at frem-

4stille Fejltheorien for Leesere, som ikke have de ned-

,vendige Forkundskaber til at forstaa den i dens fuld-

»Steendig correkte Udvikling, som det overhovedet kan




s2jores; og jeg tvivler ikke om, at hans Arbejde vil
»kunne afhjelpe et Savn for de Landinspekterer og
yandre praktiske Landmaalere saasom Civilingenierer

»02 Forstmeend, der kunne enske nsrmere Oplysning

yom de deri behandlede Forhold, end der kan gives ved

yden almindelige Undervisning.“

Kjobenhavn i April 1886.

E. Mgller.
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RETTELSER.

Side 49 Lin. 12 f. 0. a® b» rettes til a, by.
54 . 19 f o. 0,01 = — — 0,091,

o1 . 12 1, n. leses:
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k1 ar a5 Ur Us;, ks ar be tr Us, ks Qr Cs Ur Us, O. S. V.

Side 67 Lin. 11 f n. -+ udslettes.

Bl 5 f. n. —0%0 rettes til —0’11.




Indledning.

Ing’en Observation (Maaling), med hvormegen Omhu
den end er udfert, vil vere fejlfri. Der er stedse mang-
foldige Aarsager til Fejl tilstede. Man skjelner mellem

1. Uagtsomhedsfejl.

2. Lovmessige Fejl.

3. Tilfeldige Fejl.

1. Uagtsomhedsfejl eller grove Feyl hidrere fra Ob-
servators Skjodesloshed eller Udygtighed; de have ingen
Graendser, men kunne ved tilberlig Omhu undgaas, og Vi
ville derfor i det folgende antage, at Observationerne ikke
have saadanne Fejl.

9. Lovmessige Fejl (konstante Fejl) kaldes saadanne,
der efter en bestemt Tov ere afheengige af de Omstaendig-
heder, hvorunder Maalingen er udfert; ved gjentagen Maa-
ling under samme Omstendigheder faa de samme Verdi.
Observationerne kunne i Almindelighed frigjeres for saadanne
Fejl, idet disse enten beregnes, eller man anordner Observa-
tionerne paa en saadan Maade, at de ikke komme til at
influere paa Resultatet af Maalingen, d.v.s. saaledes, at de
blive eliminerede.

Fejlene hidrere hyppigt fra Unejagtigheder i Instru-
menternes Bygning; som BExempler markes:

En Fejl i en Kjedes Leengde vil i Maalingen af en
Linie medfere en Fejl, der er proportional med Liniens
Lengde. Er Fejlen i Kjedens Lengde f, og er Linien n
Kjeedel@ngder, vil Fejlen i hele Linien veere nf.

1
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Er Sigtelinien i et Vinkelinstrument ikke vinkelret paa
Horizontalaxen, men danner en Vinkel 90°— f med den, vil
den derfra hidrerende Fejl i Maalingen af en Vinkel kunne
beregnes som Funktion af Fejlen f i Sigteliniens Stilling og
af Hejdevinklerne for hvert af Vinklens Ben. Ved Forseg
kan man bestemme /; og man kan derfor beregne Fejlen i
Vinklen, naar man maaler de to Hejdevinkler. Er Kikker-
ten i Instrumentet til at slaa igjennem, kan man, som be-
kjendt, ogsaa eliminere Fejlen ved at maale Vinklen to
Gange og tage Middeltallet af de to lagttagelser, idet man
slaar Kikkerten igjennem, inden man maaler anden Gang.

De lovmessige Fejls Theori henherer neermest under
Leren om de Instrumenter, ved Brugen af hvilke de frem-
komme, og vi ville derfor forbigaa dem her og antage, at
Observationerne ikke ere behaftede med Fejl af denne Art.

3. Tilfeeldige Feyl ere saadanne, der ikke ere lovmaes-
sigt afheengige af de Omstandigheder, hvorunder Observa-
tionen er udfert. De kunne ikke beregnes, men ved om-
hyggelige Observationer med gode Instrumenter kunne de
bringes ned til meget smaa Sterrelser, uden at det dog er
muligt helt at undgaa dem. Der vil i Almindelighed med
samme Sandsynlighed kunne tilleegges dem en positiv som
den tilsvarende negative Verdi, idet vi ved en positiv Fejl
forstaa en saadan. der formindsker Observationssterrelsens
sande Veerdi, medens den negative foreger den.

Disse Fejl hidrere navnlig fra vore Sandsers Ufuldkom-
menhed, fra Luftsittringer, Mangel paa Fasthed i Instru-
menterne eller fra Vejrligets Indflydelse.

Ved enhver Observation er der i Reglen mange Aar-
sager til Fejl tilstede; hver saadan Aarsag [rembringer en
Fejl — kaldet Partielfejl — i Observationen. Resultatet af
samtlige Fejlaarsager kaldes Observationsfejlen eller Total-
fejlen, der er lig den algebraiske Sum af samtlige Partiel-
fejl. Ved Maalingen af en Linies Leengde paa vandret
Grund, begaas saaledes, foruden den ovenfor navnte lov-
massige Fejl, endvidere Fejl hidrerende fra at Maalingen
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ikke er udfert nejagtigt i Linien, at Kjeden ikke er tilber-
ligt udstrammet, at Kjeden er elastisk, saa at den bliver
lengere ved Stramning, at Formanden ikke swetter sin
Stikke nejagtigt lodret, at Bagmandens Stikke giver efter,
naar Formanden strammer Kjeden o. s. v.

Har man observeret en Sterrelse » flere Gange, vil
man paa Grund af de tilfeeldige Fejl i Almindellghed faa
forskjellige Verdier oy, 0s, 03, ... 0n; at betragte en hvil-
kensomhelst af disse Veerdier som den rette vilde vaere
meget vilkaarligt; thi det vil aabenbart veere rigtigst at
lade alle Veerdierne faa Indflydelse paa Bestemmelsen af
den segte Sterrelse, og navnlig falder det naturligt at be-
nytte Middeltallet af de observerede Veerdier, altsaa at sette
01 + 02 + 03 + .... -+ Oa
L = p .

Har man mere almindeligt observeret flere Sterrelser, end
en foreliggende Opgave nedvendigt krever, ville de mh.\-m‘-
verede Verdier i Almindelighed vere i Sfl'i(l med hver-
andre, hvilket rober Tilstedeverelsen af tilfeeldige Fejl. Har
man observeret n Sterrelser, medens Opgaven kun krever
e, hvor e << n, kan man iblandt de n Observationer udtage
¢ og lade dem bestemme den foreliggende Opgave; men en
saadan Fremgangsmaade beerer Praget af Vilkaarlighed;
man ber aabenbart, ligesom i ovenneevnte Exempel, lade
ule de observerede '\ erdier faa Indflydelse paa Resultatet
af Opgaven og sege at bestemme saadanne smaa Tilvaexter,

kaldede de sandsynligste Fejl — der fojede til de obser-
verede Verdier, dels opheve Striden imellem dem, saaledes
at man kommer til samme Resultat, hvilkesomhelst e af
de n Observationer, man legger til Grund for Beregningen,
dels saaledes, at de ved Tilvexterne berigtigede Observa-
tioner have storst Sandsynlighed for sig. Den Regning, ved
hvilken man finder saadanne Veerdier, kaldes Udjevning. —
lar man f, Ex. maalt alle Vinklerne o1, 02 0g 03 i en plan
Trekant, saa vil Betingelsen, at deres Sum skal vere 18009,

1%
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i Reglen ikke nejagtigt veere opfyldt; man fojer derfor til
Vinklerne Tilvexterne 1, v: 02 vs;, saaledes at
01 + 01 + 03 + Vs 4 03 + v3 = 1800,

Biandt de uendelig mange Verdier af vy, vs 0g vs, der til-
fredsstille denne Betingelse, soger man nu det System, der
er sandsynligst; de sande Verdier af Fejlene er det derimod
selvfolgeligt ikke muligt at finde.

Havde man indskraenket sig til kun at observere netop
saa mange Sterrelser, som vare nedvendige til Bestemmel-

sen af det foreliggende Problem, saa vil der ikke veere
nogen Strid imellem Iagttagelserne, og Fejlene — ja selv
store Uagtsomhedsfejl — ville ikke rebe deres Tilstedevee-

relse. Der bliver altsaa kun Tale om Udjevning, naar man
har observeret flere Sterrelser, end Problemeét fordrer d.v.s.,
naar det er overbestemt.

De Methoder, ad hvilke Udjevningen kan foretages, ville
blive omtalte nedenfor; for at begrunde dem er det ned-
vendigt at fremseette nogle Hovedsaetninger af Sandsynlig-
hedsregningen, og disse tilligemed Taylors Formel ville vi

derfor gjere til Gjenstand for ferste Kapitel.




Ferste Kapitel.

Nogle forudgaaende Seetninger.

§ 1. Taylors Formel.

1. Taylors Formel. Antages i Funktionen
u = F (21, X3, @3, . . . &n) (1)
x’erne at faa Tilvexterne
TP ey s e

endres u til
u+k=F (ry+ hy, 23 + hoy 3 + hg, . . Lo+ hn)
= Ao+ AL h1 + A3 hs + A3 hy +...+ Anha+ R, 2
idet Funktionen teenkes udviklet i Reekke efter stigende
Potenser af A'erne. R betegner Summen af Leddene af
anden og hejere Orden (Resten.af Reekken).

Saettes 1 (2) alle Aer lig nul, faas

W= F (,1’17 L2y L3y + « o J’n) e 4107
saa at (2) bliver til
/R /‘) o 1" (21 =0 /’17 L2 + /1;3‘ By =i /l:i, PRRCERE s /ln)

— F (1, 29,25..00) +A1 hi+Asho+Ashs+. .+ An Itn e i A(3)
Seettes heri hy, hs, hs, . . . hr—1, hr 11, . . ha lig nul, faas
u+lk = F (@1, @y X3, . . . Lr—1y Xr + hry Tryp1 . . Tn)
= F L1y L2y L3y « « « Ln ) + Ar /11’ == 1‘)7
som giver
Ar =
I'(261, gy X3ye. Lr—1, Lr + Ry, 2r 4 1080 )—F ( L1y L2y L3een ) 711

/lr ./lr’




6

Gjor man heri A, uendelig lille, faas
| du
DR T

R

idet bliver nul, da £ kun indeholder
hir

1 anden og hejere Potenser af /i,.
Reekken bliver altsaa
'+ k= F (14 hi, 22 + hs, s + hs, . . 20+ h»)

| Srel du du
= F(21, 2o, X3..20) +——Ny + hs + hs + .
dx 4 dxz s azx s
du
- hn + R. 4)
day

Ere Aerne meget smaa Sterrelser, som f. Ex. Fejl, kan
man ofte bortkaste 2, som forsvindende, og man har da
meget neer

44+ k= F @ + ki, @3-+ hs, @5 + g, . . 2+ hy)

i du du du
s [« (@1, &2,&3,. .&n) - ; /,] e //2 13 -
e dux g da
du
—— hn. (5)
Vo e
du du du du :
R s Loladllh SRl heo+ =— hs-+ ..+ =— hna. (6)
dx ‘ e TR P AR

Er t.Ex. @, b og C henholdsvis to Sider og den mellem-
liggende Vinkel i en plan Trekant, bliver Arealet
L -

305) absin C,

og tillegges a, b og C henholdsvis Tilveexterne hq, hs 02 lic,
@ndres Arealet til

o~ 1 : ' dT AT d7T ¢

T+ /;' = 9 /’/l.\“] C+ me /In = db //I; T adC //(' sk Vi
og da

dT | i | ! oK 1 :

e =5 9 /L\ill G (’N’ A 9 asin C, A0 = 9 abcos i

faar man

. | .
k 5 bsin Chg,+ 5 asin Chy + 5 abcos Che -+ R.




§ 2. Sandsynlighedsregning.
9. Den mathematiske Sandsynlighed. Ved en Be-
givenheds mathematiske Sandsynlighed forstaas Forholdet
imellem Antallet af de Tilfeelde, som ere gunstige for
Begivenhedens Indtreeffen og Antallet af alle mulige Til-
feelde; forudsat at alle Tilfeelde indtreeffe lige let.

Ere ¢ Tilfelde gunstige for Begivenhedens Indtreeffen,
og er det hele Antal mulige Tilfeelde m, bliver Sandsynlig-
heden

PRNELS 1 (7)
m

Treekker man t. Ex. et Kort ud af et velblandet Spil,

vil Sandsynligheden, for at det er et Billedkort, vere

12 & 3,
52 18
og Sandsynligheden, for at det er en Ruder,
13 1
| B
Da ¢ ikke kan veere sterre end m, maa man stedse
have
0 5= s ,<\ 1

Er g = 0, bliver s = 0

— g =m - Sie=il:

Altsaa betegnes en Begivenheds Umulighed ved Sand-
synligheden nul; hvorimod Vished betegnes ved Sandsynlig-
heden en.

To Begivenheder G og U kaldes modsatte, naar alle de
Tilfrelde, der ere gunstige og ugunstige for den ene af disse
Begivenheders Indtraeffen, ere henholdsvis ugunstige og gun-
stige for den andens. Naar den ene af Begivenhederne
indtreeffer, vil den anden folgelig ikke indtreeffe.

Er g og v henholdsvis Antallet af gunstige og ugunstige
Tilfelde for Begivenheden (s Indtreffen, vil Antallet af
samtlige mulige Tilfelde veare

m=g -+ u (5)

Sandsynligheden for G’s Indtreffen bliver

b
m’
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og for U’s Indtreffen (G’s Ikke-Indtreeffen)
G (9)
saa at

o P e e o i (10)
n

9: Summen af Sandsynlighederne for to modsatte Begiven-
heder er lig en.

Sandsynligheden for at traekke en Ruder af et? vel
blandet Spil er som ovenfor nevnt

13 1

ek
og Sandsynligheden for at treekke en Ikke-Ruder d.v. s. en
Hjerter, Klor eller Spader

39 3

B2\ &
Disse to Sandsynligheder ere tilsammen lig en.

Skjent- Sandsynligheden efter (7) har Form af en Brek,
kan den dog blive irrational derved, at Antallet af gunstige
og mulige Tilfeelde bliver uendeligt.

Et Gulv er belagt med lige mange lyse og merke Fliser.
De lyse have Form af Kvadrater, de merke derimod af lige-
sidede Trekanter, hvis Sider ere lig Kvadraternes. Der
sporges om Sandsynligheden for, at en udkastet Kugle
falder paa en merk Flise.

Her vil aabenbart Antallet af gunstige og ugunstige
Tilfeelde veere proportionalt med Arealet af henholdsvis de
merke og lyse Fliser. Kaldes den for Kvadraterne og de
ligesidede Trekanter feelles Side @, kan man swette

g = (: V3 og u = a
Antallet af samtlige mulige Tilfeelde bliver

a? /
m=g -+ u - T 4 4 V3),
saa at den segte Sandsynlighed bliver

a?. -
Tt ve _ 4V8
a’ iy

i s
7 & +V39




3. Forste Hovedswining. Er en Begivenhed A’s Ind-
treeffen betinget af, at en af flere Begivenheder

(;17 (;27 (;:;, TR b T S TR (;,,
indtreffer, og have disse Begivenheder henholdsvis
g1, 92, g8y « « - o - gn
gunstige Tilfelde, vil A have g1 + g + gs + ...... + On

gunstige Tilfelde. Er det hele Antal mulige Tilfeelde
blive G'ernes Sandsynligheder

g1 gz s . _Yn
== Se == = g

2 S =TT p e LS e Sn

S1 y y ;
m n m 11

og Sandsynligheden for A bliver

g TS T B g s g N R 1
1

Heraf leeres, at Sandsynligheden, for at en af flere Be-

givenheder indtreeffer, er Summen af Sandsynlighederne

for disse Begivenheder, forudsat at de ikke kunne indtreefie

samtidig.
Er
S1 = Sg =— 83 = L e s e = 8 = 8
bliver
e (12)

Sandsynligheden, for at et af et vel blandet Spil ud-
trukket Kort er et Es, er

e

52 13
Sandsynligheden, for at det er et Billedkort, er

12+ 3

52 18

Folgelig er Sandsynligheden, for at det enten er et Es eller
Billedkort,

Af Sandsynligheden 1/4, for at Kortet er en Ruder, og
sly5, for at det er et Billedkort, kan man derimod ikke
slutte, at Sandsynligheden, for at Kortet enten er en Ruder

; et 8 25 . _
eller et Billedkort, er T lJ:_; = =5 thi de to Begiven-

heder indtraeffe i tre Tilfzelde samtidig, nemlig naar Kortet

)
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er Ruder-Konge, Dame eller Knegt. Man ser let, at den
omspurgte Sandsynlighed kun er

e 11
52 26

1. Anden Hovedscwtning. Sandsynligheden for en
Begivenhed A, hvis Indtreffen er betinget af, at flere af
hverandre uafhangige Begivenheder G, Gs, G, . ... Gn
alle indtreeffe, findes paa folgende Maade.

Have Begivenhederne

GG G < e 2o
henholdsvis
Gy G Garin & v
gunstige og
VL% TR I it s Mnp
mulige Tilfelde,
saa ere G’ernes Sandsynligheder
§1 = '{/I. e gz Sy = i S o B N
mi s N Mn
Da hvert enkelt Tilfeelde for Gy kan indtreffe sammen med
hvert af Gs, G; .... G, faar den sammensatte Begivenhed
A ialt my mg ms . . . . ma mulige Tilfzelde.

A faar et gunstigt Tilfeelde hver Gang et af Gy's
gunstige Tilfeelde indtreffer sammen med et af Gy's, Gy's

. 0g Gn’s. Det hele Antal gunstige Tilfelde er i\]t.\‘;l;;

g1 92 9s . . . . gn
Sandsynligheden for Begivenheden A vil folgelig veere
S g1 g2 4s - -.. - .0n
Ty s skt o e Tl
Heraf leeres, at Sandsynligheden, for at flere af hverandre
uafheengige Begivenheder alle indtreeffe, er Produltet af
Sandsynlighederne for de enkelte Begivenheder.

Sandsynligheden, for at en Begivenhed, hvis Sandsyn-

lighed er s, skal gjentage sig n Gange, er

S = g, (14)
Ex. 1. Sandsynligheden for at slaa 12 ved et Kast med to
Teerninger er

== 81 89r 8y v\ g (18)

2 3
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Ex. 2. Sandsynligheden for at slaa 6 en Gang ved to Kast

4

med en Terning findes saaledes. Sandsynligheden for at

slaa sex ved det forste Kast er g 08 for at slaa Ikke-

9] a . F
sex ved det andet 6" Sandsynligheden, for at begge disse Be-

givenheder indtreeffe, er derfor

1 oy | v:D
B 8l 887
og da Sandsynligheden for at slaa Ikke-sex ved det forste

Kast og sex ved det andet er ligesaa stor, bliver Sandsyn-
ligheden for enten at slaa sex ved det ferste Kast og Ikke-
sex ved det andet eller omvendt

5) 5) 15}

36 ' 36 18
Sandsynligheden, for at mindst det ene Kast giver sex, er
Summen af Sandsynlighederne, for at det ene Kast giver
sex, og at begge give sex, og er altsaa

3] X 1 : 1]'
8L 36 36
Denne Sandsynlighed kan ogsaa findes paa en anden Maade.
Den modsatte Begivenhed, nemlig at begge Kast give Ikke-
sex, har ifelge (14) Sandsynligheden

(5)‘—’ 25
6 -« 86

saa at den segte Sandsynlighed ifelge (10) bliver
25 11

QAR :

b

| —

6 36
Ex. 3 Trekker man to Gange et Kort af et Spil, vil
Sandsynligheden, for at det begge Gange er et Es, vare

1 1

182 - 169

Treekker man derimod samtidig to Kort af et Spil, er vel

Sandsynligheden, for at hvert enkelt af disse er et I, 13}
1)

men Sandsynligheden, for at de begge ere Esser, er

ikke thi Begivenhederne ere ikke uafhangige af hin-

1
132
anden. Er nemlig det ene Kort et Es, vil Sandsynligheden,




” 1 ;
for at det andet er et Es, ikke leengere veare 133 thi naar

Spillet har mistet det ene Es, er der kun tre Esser tilbage
Q
iblandt 51 Kort, og Sandsynligheden er altsaa _))] under den
nevnte Forudselning, saa at den omspurgte Sandsynlighed
bliver
1 3 Il

18.“BL, @81
Sandsynligheden, for at 5 af et Spil samtidig udtrukne Kort

x . 1
ere Esser, er ikke 135 Mmen

P SPRBL T I TRR. . %
13 " 51 " 50 " 49 * 48 by

der betegner Umuligheden af, at alle 5 Kort kunne vaere
Esser.

3. Sandsynligheden, for at en Begivenhed indtreeffer
r Gange i Lobet af n Forsog, findes saaledes.

Begivenhedens Sandsynlighed veere s og den modsatte
Begivenheds Sandsynlighed s* = 1 — s.

Sandsynligheden, for at Begivenheden indtraeffer i alle
de r forste af de n Forseg, er

P
og Sandsynligheden, for at Begivenheden ikke indtreffer i
noget af de paafelgende n — r Forseg,
dtn=r
* ?

saa abt Sandsynligheden, for at Begivenheden indtreeffer i
de r forste, men ikke i noget af de paafelgende Forseg, er
ShigAT N, (15)

Da der imidlertid i den foreliggende Opgave kun er
spurgt om Sandsynligheden, for at Begivenheden indtreeffer
r Gange i Lebet af n Forseg, uden Hensyn til Aoilke af
Forsegene, der ere gunstige for Begivenhedens Indtraeffen,
og da alle Kombinationer af r Forseg, der kunne tages
som gunstige, have Sandsynligheden s* s’#-r bliver denne
Sandsynlighed at multiplicere med Antallet af Kombina-
tionerne, som er
nin—1))n—2)...... n—7r—+1

| PRORC LR O ST G e ?

1\’", 4 1%
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saa at den segte Sandsynlighed bliver
nn—1Dmn—2.....n—r-4+1 4
S = o b v grgm=r {18

Sandsynligheden for to Gange at slaa 6 ved 5 Kast
med en Terning er

5.4 (’1)2 (5‘” 625
W Sl "7 ¥ e (s) ~ 3888
6. Det sandsynligste Udfald af en Forsogsreakle.
Har en Begivenhed Sandsynligheden s, og har man anstillet
n Forseg, vil den sandsynligste Verdi for Antallet af
gunstige Tilfeelde kunne findes af (7)

(
aiagh B
n
der givel
g = ns (17)

Man maa dog ikke vente, at g bestemt ved (17) kommer
til at stemme nejagtigt med Forsegene, ja der er endog
Mulighed, for at de gunstige Forsegs Antal kan faa en
hvilkensomhelst (hel) Verdi fra 0 til n; til hver af disse
Verdier svarer en Sandsynlighed, der bestemmes af (16)
for 7 = g: udferes Regningen, vil det stedse vise sig, at jo
mere g afviger fra ns, desto mindre bliver Sandsynligheden,
saa at ns er den sandsynligste Veerdi for g. Det sandsyn-
ligste Udfald af Forsegene er altsaa, at Forholdet mellem
de gunstige Forsegs Antal og samtlige Forsegs Antal er
lig Begivenhedens mathematiske Sandsynlighed  Dette be-
tragtes her som umiddelbart indlysende.

7. Sandsynligheden, for at en allerede indtruffen Be-
givenhed skyldes en vis Aarsag.

Er en Begivenhed A’s Indtreeffen betinget af, at en al
Begivenhederne

GG, G 5 s G
indtreeffer, og er A allerede indtruffen, da vil Sandsynlig.
heden, for at dette skyldes
Gy, Gvs) Gi's''\ . 'G's

[ndtraeffen vere proportional med disse Begivenheders Sand-
synligheder

S1, Sg, S3

Se O « o o

Sn
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eller med andre Ord: Sandsynligheden, for at en allerede
indtruften Begivenhed skyldes enhver af dens mulige Aar-
sager, er proportional med Sandsynligheden for Begiven-
hedens Indtreften formedelst denne Aarsag.
sandsynligheden, for at Begivenheden A overhovedet
indtreefler, er ifolge Art. 3
St Sa-834 . ... 4+ Sn.

Kaldes Sandsynligheden, for at Begivenheden A’s Ind-
treeffen skyldes G,, for Sr, da vil Sandsynligheden, for at
baade A indtreeffer, og at dette skyldes G,'s [ndtreeffen, vere

S1+8S2+83+ ... 48 .\’,;
men denne Sandsynlighed er tillige lig s saa at
Sr (91 5 Sa i85 . oo L Aa8a) S,

hvoraf faas

o Sy B &
S1 S2 o g R o4 Sn S1— 821831 ..+8n
Hermed er Smtningen bevist.

Exempel. Man har to Bunker Kort, hvoraf den ene
iblandt 7y Kort indeholder -, Ruder og den anden blandt
my Kort 7y Ruder. Af en af Bunkerne (man veed ikke af
hvilken) er udtrukket et Kort, som var en Ruder. Der
sporges om Sandsynligheden, for at Kortet er udtrukket af
den forste eller af den anden Bunke.

3egivenheden at traekke en Ruder af den forste Bunke

er sammensat af de to Begivenheder 1° at treekke af denne

: 1
Bunke (S;m«ls. _,) 0g 29 at det udtrukne Kort er en Ruder

w . /'1\ i ; :
(b;m«;l.\‘. P ) Sandsynligheden er derfor
1/

e
2 my°

Ligesaa er Sandsynligheden for at trekke en Ruder af den
anden Bunke




15

Sandsynlighederne S; og S, for at Kortet er trukket
henholdsvis af den ferste og anden Bunke, findes nu af

Si Sg 1 e my Ms
e L T e, IWerads Ty ) g T
2 my 2 mg 2 \my 5 M
der giver :
.\'1 "1 Mo . ‘\‘2 i "2 11 '
Mg+ T'sy ' "1 Me—+ 1I's Ny

)

[ndeholdt den ene Bunke 3 Ruder iblandt 20 Kort, og
udgjorde den anden Bunke Resten af Spillet, altsaa 10 Ru- |
der blandt 32 Kort, blev Sandsynlighederne ‘

s, 8.82 (K 96 =ik 52

3.32+10.20 296 37
‘ 10.20 200 25 :
St = 3735 +10.20 296 37




Andet Kapitel.

Uafhengige Observationsstarrelser.

§ 1. Fejlen paa en Observationssterrelse.

8. Fejlloven for en Observationsstorrelse. Er ds Sand-
synligheden for, at Fejlen i en Observationsstorrelse ligger
mellem » og v + dv, vil, naar dv og dermed ds ere uen-
delig smaa Sterrelser (Differentialer), Forholdet mellem s
og dov aabenbart veere en Funktion af v, saa at vi kunne
sette

ds 19
— 3 (1%
do Pt ;
og altsaa
ds = ¢ (0) do (20)

Taenkes dov konstant, bliver ds proportional med ¢ (0):
denne Funktion, der kaldes Fejlloven, er derfor en Maale-
stok for Fejlens Sandsynlighed og maa derfor, efter hvad
der ovenfor er nevnt, blandt mere opfylde folgende Betin-
gelser.

19 ¢ () maa aftage, naar den numeriske Veerdi af v
VOXET.
20 Naar v bliver storre end en vis Sterrelse (Grendsen
for Fejlen), maa ¢ (v) blive nul.
30 Da lige store positive og negative Fejl have samme
Sandsynlighed, maa man endelig have
@ () @ (— v). (21)
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Disse Betingelser ere imidlertid ikke tilstraekkelige til
at bestemme Funktionen; thi der gives uendelig mange
Funktioner, der opfylde dem, og i Virkeligheden have de
forskjellige Arter af Observationssterrelser vistnok ogsaa
noget forskjellige Fejllove; men tilnseermelsesvis gives der
dog en Form for Fejlloven, som er felles for dem alle.

Det er allerede ovenfor anfert, at derv ved enhver Ob-
servation i Reglen er et storre Antal Fejlkilder tilstede;
ved et Nivellement f. Ex. vil et afleest Sigte veere beheeftet
med en Fejl 1 Afleesningen, en Fejl i Indstillingen af Libel-
len, en Fejl hidrerende fra Luftsittringer o.fl.a. De to forst-
nevinte Fejlkilder ere omtrent lige betydelige, fordi man
ved Instrumentets Forferdigelse altid serger for, at Kik-
kertens Forsterrelse svarer til Libellens Finhed. Det er
nemlig forkasteligt at forsyne et Instrument, som har en
kun lidet forsterrende Kikkert, med en fin Libelle; thi det
vilde kun fordyre Instrumentet og gjere det tidsspildende
at arbejde med, uden at man opnaar nogen kjendelig storre
Nojagtighed.

Det vil heraf veere klart, at hvis der gives en for alle
Arter af Observationssterrelser feelles Form for Fejlloven,
maa den vere af en saadan Beskaffenhed, at Observations-
fejlen kan tenkes at vere en Sum af uendelig mange Par-
tielfejl, hvoraf hver enkelt omtrent har samme Maximums-
veerdi. Naar der er uendelig mange Partielfejl, maa hver
enkelt veere uendelig lille, og da saaledes den enkelte Par-
tielfejl ikke faar nogen Indflydelse paa Totalfejlen, synes
det ikke at veere uberettiget at forudseette, at Partielfejlens
Lov er ligegyldig, naar blot den er symmetrisk. Holde disse
Forudsatninger Stik, maa man kunne finde den almindelige
Fejllov gjennem det specielle Tilfeelde, hvor alle Partielfej-
lene ere numerisk lige store og enten + d eller — d, hver
med Sandsynligheden tjs. 1 saa Fald vil den sterste Verdi,
Totalfejlen kan faa, naar der er n Partielfejl, veere

a = nd. (22)

Ere » Fejl positive og n—r negative, bliver Totalfejlen

v=1rd—n—nrd= 2r—nd,




18

hvoraf man faar

0+ nd
ro= = (23)
2
Sandsynligheden for denne Totalfejl eller Sandsyn-
ligheden, for at » Fejl ere positive og n—r negative er

ifelge (16)
v+ nd

nin—1) (n '_’)...(/1 = 5 J.—]) |
v+ nd o

e R S S A B L R 9

(24)

Ere » + 1 Fejl positive og n — r — 1 negative, bliver
Totalfejlen
U - _)l/

og dens Sandsynlighed

g 0= Ticl
nn—10mn—-2) .... (/l =5

2d {
o8 piad T 1 = PP 50 J o
1.3.:«;.....,‘(7), 1
2d
0+ nd
n
9) i,
=" 8 2d (26)
v v nd ]
2d
Af denne Ligning udledes
0+ nd
n
2d
Sv+2d — Sv == Sp ot 1 g
2
e 7 e /
28y el — 28y B2 (06)
o= 3= 2 a+o+2d

Tenkes a at veere uendelig stor og « uendelig lille,

altsaa n = oo, faas, idet d forsvinder imod » og v imod a,
Sv 42— Sy == — 28 E (27)
7 (
eller
Sy 24 — Sv e Sp O 4la. S0 |, ("_).\.)
2d acd me '’

hvor vi have sat den konstante Steirelse
(29)

= m?e.

ad = nd?
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Da 2d er en uendelig lille Tilveext til v, medens Sy o 20— Sv
er den tilsvarende Tilvext til sy, kan (28) skrives saaledes
sv Sp 0 (30
R 30)
do 12
men da
d . lsy ]
Sy Bot
vil
dsy = Syd . lsv,
saa at man faar
dilsy O v
aoeia) % (ol)
i 1n* >
der giver
; b) 2
ISy == - do = L le (82
: \ m? 2m?2 A%y
eller
Sv 02
[ ' = 5 (33)
( 2m?
hvor ¢ er en ubestemt Konstant.
Man har nu
n2
Sy = ce  2m?’ (34)

[ Virkeligheden ere Partielfejlene ikke konstante, men
variere mellem visse Grandser - 0 og — d; hvilket imid-
lertid netop vil bevirke, at man kun behever et ringere
Antal Fejlkilder, for at Fejlen ©'s Sandsynlighed kan be-

02
tragtes som verende proportional med e 2m? "

(34) angiver Sandsynligheden for den enkelte Fejl o.
Sandsynligheden ds, for at Fejlen ligger imellem v og v + db,

)

D¢
er dels proportional med e 2m? og dels med do, altsaa er
02
ds ke om? do, (35)

hvor %k er en Konstant, som nedenfor skal bestemmes.
Sandsynligheden for, at Fejlen ligger imellem — v og -+ v,
er ifelge Art.3

\- -0 0?2 i 0?2

s=kJd, e omE dp — 2k \ e Im? do. (36)




Saettes

2 /2 \
2m?2 ! /

hvorved ) (87)
v ="VZ2mit \

do = V2 /m/[7 /

faas ved at indsette disse Veerdier i (36)
3

. W) e 2 7 .,,,]'-) My
S 2V2k t=2V2%k = (38)
S V2 km \ 3 ( V2 km \ AR
Konstanten /% bestemmes deraf, at til v = oo skal svare
s = 1 (Vished). Man har altsaa

: . 0 e 1
e l;’/.'m\ 5 dt. (39)

Til Bestemmelse af det heri forekommende vanskelige
[Integral har man
. 2 {2 14 {6 >
e — 1 Bk v Ll
hvoraf faas
(Sl Londite i e G | AL

\ e dt =1 55 - 195 {53 7 +--- 41

Denne Raekke er konvergent for alle endelige ¢. Til
i D0 12
Bestemmelse af \ , dt kan den derimod vel ikke di-

rekte bruges: men man kan dog finde dette Integral med
saa stor Tilneermelse, man vil, ved at indseette et stort Tal
for ¢ i (41), ja endog ¢t = 3 vil give stor Tilnaermelse.

Man finder paa denne Maade
PENo o T Va
e dt = 0,862 = (42) ‘
hvilket indsat i (39) giver
1
k , »
my 2n |

hvorved Formlerne (35), (36) og (38) blive

ds =




0 772 b

1y /5.0 2ms B oo i
V - \ el e Cdt. (44
7

m vy ¥ Va b e

(43) bestemmer Sandsynligheden, for at Fejlen ligger imellem
g v -+ do eller, som man kortere udtrykker det, Sand-
synligheden for Fejlen o.

Den fundne Fejllov er altsaa en exponentiel Funktion

o I

af v2 og kaldes derfor den exponentielle Fejlloov.

9. Middelfejlen. Til Bedommelse af en Maalings Neoj-
agtiched tjener Middelfejlen, hvorved forstaas den Sterrelse,
hvis Kvadrat er Middelveerdien af samtlige Fejlkvadrater.

Er Totalfejlen » sammensat af n Partielfejl f1, f3, fs. . /fny
vil man have

0 =fi+fo+fs+... .+,
hvoraf man danner
02 — fro frt fid . S 2 fa i fit o+ Yaif
= [+ 2[fefel7) (45)

Middelveerdien af o? findes ved i (45) for hvert Led at
indfere dets Middelveerdi. Er hver af Partielfejlene med
samme Sandsynlighed enten + d eller — d, bliver Middel-
veerdien af f2

(4 d)2 4 (— d)? 72

9] Fio ]

medens Middelveerdien af f.fs bliver
(F+d)(+d)+(+d)(—d) + (—d) (4 d)+ (—d) (—d)

= 0.
4
Middelveerdien af 02 eller Middelfejlens Kvadrat er felgelig
nd?
eller formedelst (29)
7k

saa abt den med m betegnede Konstant i Formlerne i for-
rige Art. betyder Middelfejlen.

10. Fejlkurven. Grafisk fremstilles Fejlloven ved
Fejlkurven, som er den Kurve, hvis Ligning er

02
1 2m? 3
Y ) e 3 (46)
my2n
*) Ved en Sterrelse indesluttet i [] betegnes Summen af alle Led

af den anferte Form.




For v = 4m er y kun

¢

er derimod

hvor v er Abscissen og y Ordinaten til Kurven. Da man af
(46) kan finde Koordinaterne til ligesaa mange Punkter,
man vil, kan Kurven uden Vanskelighed konstrueres. Den
er fremstillet i hosstaaende Figur

Kurven er symmetrisk med Hensyn til Ordinataxen;
thi s Fortegn har ingen Indflydelse paa y. Endvidere
viser (46), at y aftager, naar o voxer uden Hensyn til For-
tegnet; saa at den sandsynligste Fejl er nul.

Nedenstaaende Tavle viser neermere, hvorledes y aftager,
naar v voxer.

r //
1 1
0 . i -
mYy 2# | my 2n
] e, 1
e ¢ 4 = (),607, =
my = my 2n
(5]
o l = ; I
Zm 4 9 f} 35 b b
5] [5)
mYy 2n my) 2n
£ 9 l
¢ 1 1
3m 3 +'g 2 = 0,011. ;
my 2= my 2m
1 1 8 I
4m : e — 0,00034.
my 2m my 2w
oc 0

Naar v er sterre end m, aftager y sterkt, naar v voxer.
, af sin Maxi sverdi.
3000 of sin Maximumsvaerdi

Den exponentielle Fejllov tilfredsstiller nejagtigt den
Iste og 3die af de i Art 8 fremsatte Betingelser; den 2den
vel fuldkommen tilfredsstillet;

ikke men store
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¢ gjore dog, som Tavlen viser, y saa lille, at ogsaa denne
Betingelse kan betragtes som opfyldt.

Da Sandsynligheden, for at Fejlen ligger imellem Grend-
serne a og b, er

IIRPY
my9on ,\a e om2 dv,

fremstilles denne Sandsynlighed ved det Areal, der er be-
greendset af Kurven, Abscisseaxen og to Ordinater svarende
til Abscisserne @ og b; i Figuren er det skraveret.

11. Tavle over s. Til Beregning af s tjener (44), hvor
det deri forekommende Integral findes ved Hjelp af (41),
idet man for ¢ indsetter /u|[' =+ Man ser, at s kun er af-
hengig af Forholdet mellem v og mn, saa at der til samme
Sandsynlighed svarer desto mindre © jo mindre m er.

Resultatet af Beregningen af s svarende til forskjellige

. y ) . . m
Verdier af m & angivet i nedenstaaende Tavle.

r w—
Diff. 1 — s
1
0,1 0,080 0,020
0.7
0,2 0,159 s 0,241
0,07
0.3 0,236 N 0,764
0,075 &
0.1 0.314 142 0.539
0,772
0,5 0,333 i i 0,517
0,068 ik
0. 0,151 s 0,549
().965 ot
0,7 0,316 69 0,184
().060 .
03 0,776 bl 0,424
0,036
0.9 0,532 3y 0,363
.05
1,h 0,583 sy 0,417
0.087 k
1.2 0,770 ’ 0,230
0.968
1,1 0,538 i 0,162
().028 2
1,5 0,366 e 0,131
() .02
1,6 0,590 e 0,110
} 1A} (),928 0,138 0,072
().N26
2,0 0,954 i 0,016
).034
. f (0,088 0,034 0,012
)093
3.0 (;,«m;g 0,093 0,0027
().0022 «
85 0,9995 ’ 0,005
0.00044
4.0 (),99994 sl 0,70006
i ().00006
o I 0
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Denne Tavle viser, at af 1000 Fejl ere de 683 rimeligvis
mindre og 317 sterre end Middelfejlen. Kun 46 ere sterre
end det dobbelte af Middelfejlen; ikke 3 ere storre end 3m,
0g sterre end 3,5m er ingen

12.  Den sandsynlige Fejl. Ved den sandsynlige Fejl
forstaas den numeriske Greendse, indenfor hvilken og udenfor
hvilken Fejlen ligger med samme Sandsynlighed, saa at
man har

der giver

o

1

Af Tavlen i forrige Art. ses, at til s 5 Svarer en

Rl o W ) "
Verdi af o, Deliggende imellem 0,6 og 0,7, Ved Interpola-

tion finder man
P

0,677,
n 1 ¥

hvor r betegner den sandsynlige Fejl. Sterre Tavler give
= 0,615 m. (47)

Den sandsynlige Fejl er altsaa temmelig ner 2/; af
Middelfejlen.

13. Den exponentielle Fejllovs Overensstemmelse med
Erfaringerne. For at paavise Rigtigheden af den i Art. 8
paa Grundlag af nogle dristige Forudseetninger udviklede
Fejllov har man anstillet talrige Forseg, som stedse have
bekraeftet Fejllovens Rigtighed. Her skulle vi kun hidsaette
folgende Exempel.

it Areal er maalt 50 Gange med et Planimeter (Amslers);
de maalte Arealer ere anferte i anden Kolonne af neden-
staaende Tavle.




Observ.
Nr.

44
15
46
L7
{8
49
50

Sum

Areal o i

A'\

len

efter Korteti1:4000

217 100
215 680
216 170
216 25

215 720
215 430
216 370
215 840
215 760
215 230
215 310
216 170
215 760

216 510

216 090

216 860
216 050
2156 720
215 590
216 250
215 640
216 210
215 590

216 230

216 130
216 290
216 290
214 950
214 990
215 590
214 260
216 450
216 570
216 130
215 760
215 880
215 310
215430
216 410
216 050
215 680
215 880
215 310
215 720
216 860
215 190
9215 190
216 130

216 330

10 791 820

1

260
160
330
410
330
120
410
530
()
80
610
H30
330
80
330
250
020
210
120
250
£10
200
370
250
610
290
450
450
890
850
250
580
610
730
290
80
40
530
410
570
210
160
40
530
120
020
650
650
29()
490

587 600
25 600
108 900
168 100
108 900
14 400
168 100
280 900
0

6 400
372 100
280 900
108 900
6 400
108 900
62 500
040 400
44 100
14 400
62 500
168 100
40 000
136 900
62 500
372 100
84 100
202 500
202 500
792 100
7922 500
62 500
2496 400
372100
032 900
84 100
6400
[ 600
280 900
168 100
324 900
44 100
925 600
1 600
280 900
14 400
040 400
422 500
{22 500
84 100
240 100

14 259 400
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Kjendte man Arealets sande Sterrelse, kunde man finde
de sande Fejl, som Forskjellen mellem det sande og det
maalte Areal; men da det sande Areal er ubekjendt, be-
nytter man istedet derfor Middeltallet af Observationerne,
hvilket aabenbart maa ligge det meget neer. * Middeltallet er

10 791 820
50

Subtraheres de maalte Arealer herfra, faas Fejlene,
hvilke uden Fortegn ere opferte i tredie Kolonne i Tavlen.
For at finde Middelfejlen kvadrerer man samtlice Fejl og
adderer disse Kvadrater, hvis Sum bliver

14 259 400,
saa at Middelfejlen Dbliver

— 215 840.

Tk ‘/ 14259 400 534 [] Alen.

50
Nu er
0,3 m - 1605 AL
r = 046715 m 360 , —
lym =" 534, 1=

1,5 m 2 ey
2 m = 1068 , —

51 3=

2,5 m - 335
[ tredie Kolonne i nedenstaaende Tavle er angivet det.
Antal Fejl, som efter Maalingerne ligge imellem disse
Greendser. Det tilsvarende Antal efter den exponentielle
Fejllov findes paa felgende Maade.
[folge Tavlen i Art. 11 er Sandsynligheden, for at
Fejlen er mindre end
0.3 m; vy myils my 2 nvaog- 2,5 'm,
henholdsyvis
0,236, 0,5, 0,63, 0,266, 0,954, 0,98,
Multipliceres disse Tal med 50, faas det rimeligste Antal
Fejl indenfor Greendserne; det bliver
11,8, 25,0, 34,2, 43,3, 47,7, 49,1
Subtraheres hvert af disse Tal fra det folgende, faas An-
tallet af Fejl mellem de tilsvarende Grendser — efter
Fejlloven.




al

Disse Antal ere opferte i fjerde Kolonne i hosstaaende
Tavle.

Fejlenes Grandser Antal Fejl |

efter | efter den ;1“1-‘1\.“1

udtr. ved m og » R : ity |
i ed m 0g 7 ) A Maalingerne |exp. Fejllov|

0 0,3m 0 — 160 11 ‘ 118 0,3
Vidm. =1 160 360 14 | 13,2 0,8
ro— m 360 — 534 12 ‘ 9,2 23
m 1,50 534 801 7 9.1 | 2.1
15 — 2m 801 — 1068 4 4.4 | 0,4
2m — 2.5m 1068 — 1385 1 1,7 [ 0,7
over 2.5m . over 1835 1 0.6 0.4

Tavlen viser, at Fejlene fordele sig temmelig neje efter
den exponentielle Fejllov; den sterste Afvigelse findes i
[ntervallet fra r til m, hvor Forskjellen mellem Antallet af
Fejlene er 2,5s. Jo flere Observationer man anstiller, desto
tydeligere vil man kunne faa Overensstemmelsen til at vise
sig. Bessel har foretaget en saadan Beregning for 470
Observationer (Vinkler) og fundet Fejlenes Fordeling i god
Overensstemmelse med Fejlloven.

Af disse og en Meengde andre Forseg maa det nu be-
tragtes som godtgjort, at Observationsfejlen kan betragtes
som felgende den exponentielle Fejllov, og paa Grundlag af
denne ville vi derfor i det felgende udvikle vort Udjevnings-
}ll'lln‘i]u

14.  Sandsynligheden for et System af Fejl paa
uafheengige Observationsstorrelser. Ere Middelfejlene paa
Observationssterrelserne

O1, Oy O3y ¢« +.¢i s o« « On
henholdsvis
M lem s bt st Tt
vil Sandsynligheden, for at Fejlen paa o; er vy, paa oz er
D2 . .....0Z paa on € U, ifolge Art. 4 veere

9

1 02 02 ve
1 9 L Ml S I n
n 5 m2 = m?2 me

MyMs iy .. Ma(2n)2 ! 2 2001 doss . dtn




"9

] 1 [ igd
= e 2 Im?] do,dvs. . dvn
n
my Ms .. Mnp (27)73

og altsaa proportional med

der bliver Maximum, naar

12
Im__,l er Minimum,
hvilket indtreeffer, naar
04 Opite =0, Og=="0 . .7V v i. Ua 0.
Er
mi = Mg = Mg == . . . . = Mn ¢ m.,
bliver Sandsynligheden proportional med
[02]
e 2m2’
som bliver Maximum, naar

[02] er Minimum.

§ 2. Fejlen paa en Funktion af uafh®ngige Observationssterrelser.

15. Fejlen paa Funktionen udtrykt ved Fejlene paa
Observationsstorrelserne. FEre i Funktionen
u = F (01, 02, 05 . . . On) (48)
Observationssterrelserne 01, 02, 03 . . . on beh®ftede med
Fejlene vy, 03, v5 ... va, saa vil den sande Verdi af Funk-
tionen ikke vere u, men
U4k =F (01401, 02+ 03, 05 +05 ... 0n+1n) (49
eller ifelge Taylors Formel
w4k = 1;'(()1,//2,r/;;..(;,,) +A101 A0+ As5054. .+ An 0ny(50)
hvor anden og hejere Potenser af v'erne ere bortkastede
som forsvindende, og hvor
I///
Ar = ondy
Fejlen paa u er
o=l vy el s e - At L A (51)
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Ex. 1. I en Trekant ABC har man maalt
a = 2000 Alen
b = 3000 —
€ == 60%001
Der soges Trekantens Areal 7" og Fejlen & herpaa ud-
trykt ved Fejlene va, vy 0g ve paa a, b og C.
Af Formlen
1 - 1 absin C

udledes (som Side 6 anfort)

gl 1S AR Y gy dT :
G bsin C, ap = g9 esin &, 7 e abcos C.
Folgelig er
1 , 1 N 1 y
k = & bsin Cva+ 5 asin Co, +—5 abeos Cec.

Men heri er Vinkelfejlen ve¢ udtrykt i Forholdsmaal; man
seetter derfor istedetfor denne Sterrelse ve sin 1‘, hvor da
re er udtrykt i Minutter: man faar derved

1 ] Yy oA ] R o e - (LN y
k = = bsin Cva + 5 asin Co» + —5— abeos Cre.

Indferes heri ovenstaaende Veerdier for a, b og C, erholdes
k== 12990, + 866 vs + 436 0¢.

Stundom kan man finde A’erne ad en simplere Vej end

ved Differentiation; er navnlig Funktionen logarithmisk, an-

vendes med Fordel de i Tavlen indeholdte Differenser til

Fremstilling af A’erne. Som Exempel herpaa anfores fol-
gende.
Ex. 2. I en Trekant ABC har man maalt
a = 3215,7 Alen
A = 520 30’
e (298084

Der seges Siden ¢ samt Fejlen derpaa udtrykt ved Fej-
lene paa de observerede Sterrelser.

¢ findes af
asin (A4 B)

sin A
Kaldes Fejlene paa ¢, a, A og B henholdsvis k, ve, v4 0g
, faas
log(e+k)=log(a+v4)4-logsin(A+B+ va+vp)—logsin(A-+v.4)
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eller ved at indsette de maalte Verdier
log (¢ -+ k) = log (3215,7+1va) -+ log sin(115° 00'+v.4 + vp)
— logsin (52°30'+ v.4).

Lalandes Tavle giver

T 14
log (8215,7 + ©va) = 3,50128 + 105 Oxt)
;o R 6
logsin (1159 00’ + v+ vB) = 9,95728 {07 (0Va4-+08B)

& . L, 140a—60 4--60
l0g((3215,7-- 0a)SIN(115°00° + 0.4 + 0 B)) =3,46156- * 1“'.1 g
- o

10
log sin (520 30! 4- v.4) = 950047 + (b)
¢ ) A 3 { ]()_.' A
140a — 1604 — 60B
105
1404—1604—608
12
¢ er altsaa funden at veere 36734 og behaeftet med en Fejl

log (¢ + k) = 53,3"'51;50 -k

¢+ k = 36736 +

/1' == 1ﬂ_a_j71(1)(_;l*:;‘l7” 5 ']7171‘,,—-],33/',1—()"') Up,
hvor ve. er udtrykt i Alen, v4 og vp i Minutter.

Af Koefficienterne til v4 o2 vp ser man, at medens en
Fejl af 1/ 1 Vinklen A bevirker en Fejl af 11/3 Alen paa c,
bevirker den samme Fejl i Vinklen B kun /s Alen i ¢. Det
er derfor af serlig Vigtighed at faa Vinklen A nejagtigt
hestemt.

16. Middelfejlen paa en Funktion af uafhengige Ob-
servationsstorrelser. Ifelge forrige Art. er Fejlen paa en
Funktion af n Observationssterrelser udtrykt ved

k= A;01+ Asvs+As03+. ..+ AnUn.

Ved Kvadrering erholdes

ke = A2p2+ A2e2+ ...+ A% o2+ 241 As 01 02
Hoe 1 2

=y 2,\]1 1 ‘1” n 1 Un. ('_)—))
14
") Da Differensen i Tavlen er 14 eller rettere 755, vil nemlig til

en Tilveext ve i Tallet svare en Tilvaext va 1 Logarithmen

10°
[ Praxis er det ikke nedvendigt at nedskrive Navneren 10°.
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Middelveerdien w2 af k2 o: Middelfejlens Kvadrat, vil erholdes
ved istedetfor hvert Led i (52) at seette dets Middelveerdi.
Er

My, Mg, Mgy « « - Mg
Middelfejlene paa

01, 02y 03y « « « On,
saa vil Middelveerdien af

A%p?, A2, A202, ... A2, 0%
1 1 2 3
henholdsvis vere

A2 m2, A2 m2, A2m2, ... A2, m2,,
1 1 4 2 3 3

medens Middelveerdien af 2.4; As0;0: maa vere nul; thi da
vy 0og ve ere uafhaengige af hinanden og med samme Sand-
synlighed kunne tillegges en positiv som den tilsvarende
negative Veerdi, maa ogsaa Leddet 24, As 0102 med samme
Sandsynlighed have ligestore Verdier med modsatte Tegn,
og felgelic maa Summen af alle Veerdierne for Leddet veere
lig nul, saa at Middelveerdien bliver nul. Det samme gjeel-
der om hvert af de felgende Led, saa at man bar

02 = A2m24 A2 m24-...+ A2 m = [A2 m?], (B3)
1 1 2 2
v =VAZm2+A2m2-+... 4+ A2, m2, = V[A2 m?]
1 V] 2
eller
\//(’ //u)2 Cdu\2 du 2 (54)
u = /H;"'P( ) m2- ,( ) ;,,‘.". D4)
(//II 1 I/I): I)L, f/():) :
i 'r//{ 2
f ( ul) .
do J

Ex. 1. Er i Exempel 1 i forrige Art. Middelfejlen i «
g i C 02, vil Middalfejlen « i Trekantens

0,8, 1 b 0,22 og
Areal veere bestemt ved
p2 = (1299. 0,1:)2 4 (866 . 0,22)2 + (436 . 0,25)2

- 54670 + 36300 + 11880 = 102850,
p = 321 [J Alen.

U == DDA Qe UhicE . v 5ick (0

og ere Middelfejlene paa o'erne

Ny, Mgy Mgy « « « Hin,




bliver Middelfejlen paa u

= Ymy T me,
1 2
Er mi = my = my = ... = ma = m, bliver
w=mVn.

Ex. 8. To Punkter ere bestemte ved deres retvinklede
Koordinater @1, y1 og @s, y,, hvis Middelfejl ere mq1, my,
Mzz 0g myz. Der seges Middelfejlen i Punkternes Afstand .

Man har

U = V(@,— @)? + (Y1 — Y2)?
og naar Fejlene i u., o, Y1, @2 02 y2 betegnes henholdsvis
ved k&, vx1, Uy1, Ues 0g vye, haves endvidere
Uk = V(@1 — &y + vr1r — 029) 2+ (Y1 — Y2 + Oy1 — 0y2)?

\/ (@, —a9) 2 F (Yr1—Y2)2+2(%1 — @3) Va1 —2 (@1 —X2) Uz o
: +2(Y1—y2) ty1 — 2(y1—y2) vye

3
w4k = Vg —a)? + (1 — y2)?

(X1 — @3) Vay — (X1 — @3) U2z + (Y1 — Y2) Oy1 — (Y1—Y2) Uy2.
l/ @1 — @)% + (93 Y2)?
hvor anden og hejere Potenser af v'erne ere udeladte, og
hvor Kvadratroden er udviklet i Reekke (jfr. Steen. Ren
Math. Art. 116).
Den segte Middelfejl bliver

= ‘/’/""1 &z) '—’1/;/;'-“ = //1.rf1 -+ (y1 (//gi"'l//l,,[g i /”"j’
@y = @g)* == (i Eys)®
[
Mzr1 == Mg2 My == Mys = M,
faas
M= /Nl _) )
e Ex. 4. Har man til Bestemmelse
af Punktet M’s retvinklede Koordi-
z 6  nater @ og y (se hosstaaende Figur)
S maalt Punktets Afstand fra Abscisse-
i —— - % —

axen (Ordinaten) og fra Koordinat-
systemets Begyndelsespunkt A*), og ere de ved Maalingen
) Opgaven finder Anvendelse ved Prove af Kort efter den af

Professor L. Oppermann angivne Methode. (Tidsskrift for Krigs-
vaesenet 1858).




fundne Veerdier for disse Afstande henholdsvis b og a, begge
maalte med en Middelfejl 72, vil man med sadvanlige Be-
tegnelser have

2 = q2 — b2
@+ k2= (a.+ va2 — (b + vp)?
X4 — :_),'/‘A‘ =2 | ‘_3/1 Vs — /)'.‘. kst '—?//[‘b-
hvoraf
a b
k P e e

\ a2 i b2 ‘ a? + b2
I} m# -+ 2 =
Ma 72 1 >, N m VY~ aia pe
medens Middelfejlen paa y er m, da
(// = /),
b : ’ : )
Er ol 1, bliver @ = 0, 1y co. m, d. v. 8. den i
)

dette Exempel anvendte Methode at bhestemme @ paa er
ubrugelig, naar Abscissen er nul.

Yo ) ;

ki A sy W bliver us = 1,6 m
a
e B i o ==
a

= 21y — uz = 12 m
)
a 4

Sy —  pz = 1,0t m
)
a

St 4 —  ug = 1,06 m.
)

Man ser heraf, at Afstanden fra A maa vare mindst
dobbelt saa stor som Ordinaten for at faa Abscissen nej-
agtigt bestemt.

Den Vej, som her er fulgt til Fremstilling af & som
Funktion af v, og vs, er ofte fordelagtiz; den kunde f. Ex.

Q9
9
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med Fordel have varet anvendt ved Lesningen af forrige
Opgave.

Ex. 5. Punktet P — se hos-
staaende Figur —- ligger nejagtigt i
_ Perpendikuleeren B C paa en ret

| Linie M N. For at bestemme P’s
e e, ~. ~ Afstand y fra Linien har man fra
et Punkt A i denne maalt Vinklen
B AP = A med en Middelfejl m. Distancen B A == a
antages ikke at veere beheeftet med Fejl. Der sperges om,
hvor man skal valge Punktet A for at opnaa den nej
agtigste Bestemmelse af y, samt om y's Middelfejl i dette
Tilfeelde.

Man har

C

1f. == @ Lo,

hvoraf findes ved Differentiation

dt .
([:‘/1 =t (l -+ ['//2 A'l) el Ly : 1 :

COR8 “¥
Middelfejlen g paa y bliver

am
cos 2 A

eller, da
a =y cot A,

2ym

sin2A4°

p bliver Minimum (y konstant), naar

sin 2 A =1
A = 45°,
Den nejagtigste Bestemmelse af y erholdes altsaa ved at
veelge Punktet A i en Afstand y fra Perpendikulerens
Fodpunkt.
Middelfejlen bliver i dette Tilfelde

p= 2 ym,




Qo
O

hvor m er udtrykt i Forholdsmaal; er den derimod angivet
i Minutter, faas

@ = 2 ym sin 1°,

17. Fejlloven. Enhver Funktion af Observations-
storrelser er den exponentielle Fejllov underkastet. . Det
samme Raisonnement, som vi anvendte i Art. 8, lader sig
nemlig anvende her med saa meget mere Ret, som her ere
flere Fejlkilder tilstede.




Tredie Kapitel.

Afhengige Observationsstgrrelser.

§ 1. Udjevningsprincippet.

18.  Sandsynligheden for et System af Fejl paa af-
heengige Observationsstorrelser. Udjeoningsprincippet. Det
er allerede ovenfor omtalt, at, naar man har anstillet flere
Observationer, end en foreliggende Opgave nedvendigt krae-
ver, maa der vere en Afhaengighed tilstede imellem Obser-
vationssterrelserne, og disse komme paa Grund af de til-
feeldige Fejl i Strid med hverandre. Har man f. Ex. maalt
alle tre Vinkler i en plan Trekant, saa vil Afhengigheden
bestaa i, at Summen af Vinklerne skal veere 180°. Denne
Betingelse vil kun undtagelsesvis veare nejagtigt opfyldt, og
Vinkelsummen bliver ikke 1809, men

1800 — d,
hvor d er en lille Sterrelse. Kaldes Fejlene paa Vinklerne
Uy, Up 08 V¢, Maa man have
v4 + VB + Uc d. (@)

Da de to af Fejlene i.(a) kunne velges vilkaarligt, uden
at (a) opherer at veere tilfredsstillet, gives der uendelig
mange Systemer af Fejl, der fyldestgjore Afhengigheds-
fordringen; men disse Systemer ere ikke lige sandsynlige.

[folge Art. 7 er Sandsynligheden, for al en indtruffen
Begivenhed (at Summen af Fejlene er d) skyldes enhver af
dens mulige Aarsager (de forskjellige Fejlsystemer) propor-
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tional med Sandsynligheden for Begivenhedens Indtreeften
formedelst disse Aarsager. Altsaa er Sandsynligheden for
et Fejlsystem af afhengige Observationssterrelser propor-
tional med den Sandsynlighed, som Fejlsystemet vilde have:
hvis Observationsstorrelserne vare uafhaengige, og altsaa

ifolge Art. 14 proportional med

| 02 e
. (D)
e 2 m?2

Den her neevnte S@tning gjelder uden Hensyn til, hvor-
mange Betingelser Observationssterrelserne skulle tilfreds-
stille, eller hvilken Form Afheengighedsfordringen har.

Det sandsynligste Fejlsystem er ifolge (55) det, der gjor

02
I m2 I
til Minimum; eller specielt, hvis alle Observationsstorrelser
have samme Middelfejl, det, der gjor

[0%]

til Minimum.

Det sandsynligste System af Fejl paa lige nojagtige
Observationsstorrelser er altsaa det, der gjor Summen af
Fejlkvadraterne til Minimum. Den Udjevning, der stetter
sig paa denne Setning, kaldes ,de mindste Kvadraters Me-
thode”.

Have Observationssterrelserne ikke samme Middelfejl,

skal
2 92 2 2 On?
9 T ‘~) 1 Z-) i .‘»‘ Pl b e 9 (_)‘))
m= m= ms= ' p*=
1 2 3
veere Minimum. Man s@etter
| P ] P2 ] y Pn
me m2’' 2 TR I T N e® m2’ ’ b
1 2 (D7)
saa at
p1m? = ps m* Psm2 == .. .= PpMn* ma2,
1 2 3

Sterrelserne p, der ere omvendt proportionale med Middel-
fejlenes Kvadrater, kaldes Veegtene. m er Middelféjlen paa
Vaegtenheden; thi til pr I svarer mr = m




saa at

Anm.
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Indferes Veegtene i (56), faas

2 PO PO Dy Un® [ po?
LA EN i Ao ol Y Ty 12 (58
= == g 00)
I m2 I m2 m*.
[pr?]

skal veere Minimum.

Det sandsynligste Fejlsystem er altsaa det, der gjor
Summen af Produkterne af Fejlkvadraterne og de til-
svarende Veegte mindst mulig.

Da det nys fundne Princip for Udjevningen er stettet paa
den i Art, 4 fremsatte Saetning, hvis Anvendelse fordrer,
at Begivenhederne ere uafheengige af hverandre, maa det
her forlanges, at Fejlene paa Observationssterrelserne ere
unafhengige af hverandre. Dette kan man vel stedse for-
udsaette, forsaavidt angaar de tilfeldige Fejl, om hvilke her
kun er Tale, naar samtlige Observationer ere anstillede
uafhengige af hverandre. Derimod holder Forudsatningen
kun undtagelsesvis Stik, naar man af selve Observationerne
beregner visse Funktioner af disse og betragter dem som

Observationssterrelser.
Ere f. Fx. i hosstaaende Figur Vinklerne o1 og o2 maalte
hver for sig, maa deres Fejl veere uafhengige af hinanden,
og Vinklerne kunne betragtes som Ob-

D servationssterrelser, selv. om de ere

e oo .
pl W dannede som Differensen af to obser-
deh ' ¢ verede Stgrrelser (o1 som Aflesningen

for Sigtet til B minus Aflesningen for

Sigtet til €). Ere Vinklerne derimod
B maalte under et, ved Satsmaaling, ville

Fejlene veere afhengige af hinanden;
thi en Fejl i Sigtet AC indvirker baade paa o1 og 02, 0g
Sandsynligheden for en Fejl v1 paa o: vil derfor veere af-
hangig af Fejlen paa o:. Saadanne Vinkler kunne derfor
ikke betragtes som Observationssterrelser, naar man vil
foretage en streng Udjevning efter de mindste Kvadraters
Methode. Herom narmere nedenfor i § 5.
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§ 2. Den sandsynligste Verdi af en flere Gange maalt Sterrelse.
A. Maalingerne ere alle udforte med samme Naojagtighed.
19. Bestemmelse af den sandsynligste Veerdi for Ob-
servationsstorrelsen. Antages Sterrelsen @ at veere maalt
n Gange, og ere de maalte Veerdier
01, 02y, O3 . . . On,

saa ville Fejlene veere

Uy =&—01, Vg =& — 03 Vg =& — 03y ...0n=&—0On, (B9)
hvoraf
[02] = (@ — 01)2 + (@ — 02)2 + ...+ (@ — 0On)? (60)
[02] = nz? — 2 [o] # + [02]. (61)

veere Minimuim,

[folge Seetningen i forrige Art. skal [v?
folgelig maa
d . [v?]

i R, U WOR . 4l Lt 39
e — 2nx — 2[0] 0, (62)

hvoraf
[o] 01+03s+03+ ...+ 0n 1>
@ = — —. (63)
n n

Den sandsynligste Verdi af en flere Gange med
samme Najagtighed maalt Storrelse er altsaa det arith-
metiske Middeltal af Observationsstorrelserne.

Af (59) og (62) faas

[l = nx —[o] = O, (64)
saa at Summen af de sandsynligste Fejl er lig nul.

bl
Indsettes @ = — = 1 (61), faas
[o]? g
92] = 2] — O
(02 [0%] gl (65)

20. Middeltallets Nojagtighed bedemmes ved dets
Middelfejl #, som bestemmes ved at anvende Formel (54)
paa (63)%).

*) Rigtigheden af Formel (54) er rigtignok i dette Skrift kun be-
vist for Funktioner af uafhengige Observationssterrelser; men
on nejere Undersogelse vil vise, at Formlen ogsaa kan bruges
til at bestemme Middelfejlen paa den sandsynligste Veerdi af
en Funktion af afhaengige Observationssterrelser.




Man finder

i m?

m g (66)
o=

Vn j

Sammenholdes dette Udtryk med (57), ses, at Middel-
tallet af » Observationer af Vegten 1 har Veaegten n. Om- |
vendt kan en Observationssterrelse af Veegten p betragtes
som Middeltallet af p Observationer af Veaegten 1.

21. Middelfejlen paa de observerede Veerdier.
I Modseetning til de sandsynligste Fejl v;, v .
ville vi for de sande Fejl benytte Betegnelserne
Ui, U2y, Ug . . . Un.

Middelfejlen m bliver

m = l/l”i] : (67)
7
men da man ikke kjender u’erne, seger man et Udtryk for
m ved v’erne.
Er #, Fejlen paa z, bliver dennes sande Veerdi
X = a-L ao.
Subtraheres or herfra, faas
Ur = Ur + o,
hvoraf

20, &0 -+ 0.

Lader man heri » gjennemlobe samtlige Veerdier fra 1
til ‘» og adderer, faas
[u?] = [v?] 42 [0] @o + nao? == l,-:l + Nk,
Da man ikke kjender .2, maa man lade sig neje med

2

: y ¢ y. m?2 :
dens Middelverdi, som ifelge (66) er o - Indsettes frem-
deles nm? istedetfor [u?], faas

nm? = [0?] + m2,
der giver
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i1
Middelfejlen paa Middeltallet bliver

u V Fid (69)
n (n—1)
99

22. Exempel En Vinkel er maalt 8 Gange med samme
[nstrument. De maalte Verdier ere angivne i nedenstaaende
Tavle.

NT. Maalt Vinkel Fejl 2
0 {4
0 ‘ ‘

1 16 45,7 - 0,1 0.01
2 45,8 0,0 0,00
3 45,8 0,0 0,00

! 15,9 0,1 0,01
5 £5,4 - 04 0,16
6 45,7 : 0,1 0,01
7 463 - 0,5 0,25
8 45,7 -+ 0 Yo 0,01
Sum 366,3 -+ 0,1 0,45

aan .
Middeltallet er 16° 4 '){j: 2 1 £5%8.

Trekkes hvert enkelt o herfra, findes Fejlen, som er opfert

i Tavlens trediec Kolonne. Som Preove paa Regningens Rig-

tighed har man [v] 0: den ringe Uoverensstemmelse

hidrerer fra Afrundingen af Middeltallet. Efterat Fejlene

ere kvadrerede, finder man Middelfejlen

/

7921 2
m ‘// w2 \ ”’_1') 07, 25.
n—1

{
Middelfejlen paa Middeltallet bliver

0’25

s /

T ; == 0, 09.
V8

B. Maalingerne ere udforte med forskjelliy Nojag-
tighed.

23.  Den sandsynligste Veerdi for Observations-
storrelsen. Sterrelsen @ antages at veere maalt n Gange
og de maalte Veardier

01y Ogy O8y + « « « « . On




at have Middelfejlene

My lay THBS &, v o o o Mn
og Veegtene
m2 m?2 m? m?
gt b S o (] Rty WSNENE Rt &
1 2 3
Fejlene ere
Ot = @— 01, Dsli== @ —0gsdu% il & On.. (70)
Man faar
[pr?] = p1 (@ — 01)2 + ps (& — 03)2 + .. + pn (& — 0n)?
[pv?] = [p] 2 — 2 [po] @ + [po2]. (71)

Ifelge Art. 18 skal [pv?] veere Minimum; altsaa maa

d. [pv?] _

” = 2 [p] # — 2 [po] = 0, (72)
der giver
[po] PLOL + P20g + PsOs ..+ PnOn .
[J,,)], 7 /)1'—1~ P2 b [);; <o+ Pa . (13

Af (70) og (72) faas

[pv] =.[p]l # — [po] = 0 (74)
Indseettes @ = [1.)”[ i(71), faas
[p]
[pol?

[00%]. == [pa¥l = (75)

[p]
Disse to Formler (74) og (75) benyttes som Kontrol for
Regningen.

24. Nojagtigheden af den sandsynligste Veerdi. An-
vendes Formel (53) paa (73), som kan skrives saaledes

1)!_ N 1!{ A [?:; j A Pn
A — [.1)] 01 { [])] I}g—} “)1\ 03 _J{‘ ...... f [1)] On.
findes Middelfejlen paa . Man faar
u? = ])3, m? + ); m? ~+ a m2 +...+ (‘/)"7 Mmn?
F [Pt [pE ]

eller formedelst (57)

)1 m? ain? g2 a2 2
ar P 5 Palt Psn S R Pn = m

(p]? [pl? [p]? [p]? [p]’




hvoraf
n .
Rt 5 (76)
: ' V [p]
Vegten bliver
m* s
s [pl. (77)

Vagten paa @ er altsaa Summen af Veagtene paa o'erne.

25. Middelfejlen paa Veegtenheden. Sandsynligheden,

for at Fejlene (de sande) have Vardierne w., ug, s - ... Un,
er ifolge Art. 14 og 18 proportional med
) 1 ru?
- “Sitiat lm‘-’l

ma 'm._f/n,-, Byha L it o AT
eller med
1 [pu?] o
e 2m?

Vi antage nu, at werne ere bekjendte, men at m er
ubekjendt. Til forskjellige Veardier af m svare forskjellige
Sandsynligheder. Sandsynligheden for enhver af disse m
er ifelge Art. 7 proportional med den dertil svarende Veerdi
af (78); folgelig er den sandsynligste Veerdi af m den, der
gjor (78) og altsaa tillige dens naturlige Logarithme
—nlm — |-1)"”i|

| (A
til Maximum; dette bestemmes (ved Differentiation m. H.

t. m) af
n [pu?]
iz g Af £ 220,
1 m»

der giver

P L e
m?
gt o
8 (t-:
/ 2]
m = \/ Lpa ‘

7

hvori (67) er indbefattet for samtlige p lig 1.
Man har — jfr. Art. (21) —
Ur® = Uy? A 20,0 "e’ &o?
[)r”r"' ['r’lr." t 2/':'/.1'("0 1 ])r'/"u‘"
og altsaa
[ 2 — (2l 4+ 9 o1l e =~ | 0.2
[ pu?] [pr?] + 2 [pv] @e + |p| ®o*.
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Ombytte vi [pu?] med nm? og [p] 2.2 med dets Middel-
veerdi bestemt ved (76) m2, faas, idet [po] = 0 (74),
nim?2 [po2] 4= m?2,

der giver

(30)

m — \/"’5/” '.“N
n—1

Middelfejlen paa Middeltallet bliver

' _[pv?]
¥, : (81)
u \ ‘,/“1(,/_1, (O1)

6. Erempel. En Vinkel er maalt 3 Gange. De
maalte Verdier, hvis Vagte ere 1, 2 og 4, ere opforte i

hosstaaende Tavle.

|
Veegt ! MaaltVinkel 2 '
/n) | /}H (4 | /// { ///
4] 0
1 i
0 ‘
|

1 55 20,5 05 | 0,25 |--10,34]+-038 0,1156|| 0,1156

2 21,1 2,2 || 242 |—|0,26] — 0,52|| 0,0676 0,1352

4 A ),8 8.2 2,56 | 4-10,04) 4 0.16 0,0016 ‘ 0,0064
sum 5,9 5,23 -10,02 0,2572

Den sandsynligste Veerdi for Vinklen er

iyl 5,9 o
Vs s="abor 90 . it 313 04 '_)HI\H.
(
v findes som Forskjellen mellem # og 0. Proven [pr] 0

stemmer paa 0,02 nar. Endvidere har man som Kontrol
for Regningen
e i« [po]? T 5,92
Lpv?] = [po?] —- (9] ='D,23 — (i 0,2571,
der stemmer tilfredsstillende med ovenstaaende Verdi.
Middelfejlen paa Veaegtenheden er

L [ po?] ‘ 0,2512 58
1 5] L

7
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og Middelfejlen paa Middeltallet er
m 0,36
VIp] AW

Da her kun er tre Observationer til Bestemmelse af
Middelfejlen, er denne temmelig usikker. —

07,14,

27. Observationsstorrelsernes "/l‘j//r‘. Ere o’erne ikke
direkte observerede Verdier, men Middeltal af flere lige
neojagtige Observationer, saa vil Antallet af disse angive
Veegten.

oerne kunne have forskjellige Veegte, fordi man har
anvendt forskjellige og ulige nejagtige Instrumenter ved
Maalingen. Man skaffer sig i dette Tilfeelde Oplysning om
den Middelfejl, man erholder ved Brugen af hvert af disse
[nstrumenter, f. Ex. ved at maale en Sterrelse flere Gange
og bestemme Middelfejlen paa den Maade, som er vist i
Art. 22. Derefter beregnes Veaegten ved (57), efterat man
har valgt en Verdi for m, helst saaledes, at saa mange
Observationssterrelser som muligt faa Veegten en.

Er det ikke, som i det foregaaende, den samime, men
forskjellige Sterrelser, der ere maalte, er Vagten ofte af-

heneie af dem. Ved Leengdemaaling f. EX. er alt andet
lige Vagten omvendt proportional med den maalte
Laengde.

Ere Observationssterrelserne af forskjellig Art, som
f. Ex. Leengder og Vinkler, ville de i Almindelighed ikke
have samme Vagte; disse bestemmes af Middelfejlene, hver
udtrykt i sin Enhed.

Endelie kunne Observationerne veere udferte under
ulige gunstige Omstendigheder, hidrerende fra Vejrligets
[ndflydelse eller lignende. Ved Leengdemaaling afhanger
Nojagtigheden af Jordoverfladens Beskaffenhed (Gremjord,
Stubjord eller Plegjejord) og Form (bakket eller fladt).
[ saadanne Tilfeelde er det vanskeligt at bestemme Vagten;
ofte nejes man med et Skjen.
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§ 3. Elementudjevning.
28.  De sandsynligste Veerdier for Elementerne, naar
Observationerne ere lige nojagtige.
Afhengigheden mellem Observationssterrelserne
()1’ 0Og, O3y . . . On

kan vere givet under en saadan Form, at hver af o’erne

er udtrykt som Funktion af visse Sterrelser X, Y, 7. . .
e i Antal. Man har i saa Fald n Ligninger — kaldede

Fundamentalligninger, nemlig:
By X g Y i)
09 5= i () | K e bigin)
Ogh—= 1 Hip (X X i o Aail)

(82) |
Ot = e Xl 8 el
Sterrelserne X, Y, Z . . . kaldes Elementer, og den i denne |
§ omhandlede Udjevning Elementudjevning.
Er e >n, er Opgaven ubestemt.
Er e = n, har man netop det nedvendige Antal Lig-
ninger til Bestemmelse af X, ¥, Z .. ., men der er ingen

Overbestemmelse, og Observationssterrelserne ere altsaa
nafhengige af hverandre. Er e<<n, bliver Opgaven over-
bestemt; thi man behevede kun at have observeret e Ster-
relser. Antallet af Overbestemmelser er altsaa n -e. Paa
Grund af de tilfzeldige Fejl vil der i Almindelighed ikke
oives nogen Verdi for Elementerne, der nejagtigt tilfreds-
stiller alle de n Ligninger; men vi ville sege de sandsyn-
ligste Verdier for dem.

Ere Fundamentalligningerne ikke paa lineser Form,
bringes de dertil paa felgende Maade. Man seger forst til-
nermende Verdier for Elementerne, hvilket f. Ex. kan ske
ved at udvalge e af Ligningerne (82) og bestemme X, Y, 7. ..
af dem. Kaldes disse Tilnsermelsesveerdier

Xy 1Yoy log vy

og deres Fejl

.I7 'I/f By o ey
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og tillegges o’erne Fejlene
D1 ORI gl e b0
saa haves ifelge Taylors Formel
on+01 = F1 (Xo, Yo, Zoy . . )+ ar@+bry+ c12+
03 + s = Fy (Xo, Yo, Zo, . . )+ ae@+ by + coz+ . .
03 + Uy = Fj3 (.\'0, )’07 Zo, o)+ asx4 /’.‘;3/ + C32 +

0n+0n = Fa (Xo, Yo, Zo, . . )+ @n¥+ bny -+caz+ ...

hvor
0. Xy, Yoy oo s.) ; & By ( Xy Xoyilogs vi)
e - (/‘\'(, Ty U= d )'o 3

Saette vi fremdeles
I"I “\'0. )'u, Zu S L) i == /]

1“2 (‘\yu. )vn. Zu o % ) — 0y = /2
[":;(‘\vu. )~o. Lo e s Ji— 03 = /;;

0. 8.V,

Foal Xy, Yoge Lo iuie ) o 0r == ln}

faas felgende n Ligninger, der beneevnes de linecere Be-
tingelsesligninger:

01 = /1 - A1 X —- llly ‘+— C1 % =+
Vg = ly + as® + by +coz +
U3 = I3+ asx + /):;.7—/ T e
(84).
On = /n T And —+ /’ny =t Cn2—t

Sterrelserne z, y, z . ., som traede istedetfor X, Y, Z . . .,
ville vi 1 det folgende ogsaa kalde Elementer.

Ved Kvadrering af den r’te Betingelsesligning erholdes
02 = ar202 4+ 2arlr+arbry+arcez+. )e+(lr+ bry+ crz4-..)2. (85)
Lader man heri » gjennemlobe alle Verdier fra 1 til n og
adderer disse Fejlkvadrater, faas

[02]) = [a2]e2 +2([al]+[ably+ [aclz— . )e-+[({+ by+cz+ ..)2]. (86)
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Den Veerdi af @, der gjor [»?] til Minimum, bestemmes af

d.[v?
’/F:, | 2[a?]e+ 2[all + 2[ably +2[aclz+ ... =0
eller

[al] +[a®]@ + [ably + [aclz+ . . . = 0.

Analogt hermed vil den Verdi af y, der gjor [0?] til
Minimum, bestemmes af

[(bl] 4 [ab] @ + [b2] y + lbelz<4 . .. =0

og saaledes videre, saa at man i alt faar folgende e Lig-
ninger til Bestemmelse af de Veardier af Elementerne. der

bringe [v?] til det absolute Minimum.

[all + [a?]z + [ably + [aclz 4+ .. . = 0
[6l] + [ab]le +- b2y + [bclz+ ... =0
[cl] + [acl @+ [bc)y + [e2]z+ ... =0 (87)

Disse Ligninger, der kaldes Normalligningerne, ville
ved at opleses give de sandsynligste Vaerdier for Elemen-
terne. Indseettes disse i Betingelsesligningerne (84), findes
de sandsynligste Fejl, som tillagte o’erne give de fordelag-
tigste Veerdier for Observationssterrelserne.

29. Observationsstorrelserne have forskjellige Veegte.

Vi antage, at Observationssterrelserne

01, O2, O . On

3y
henholdsvis have Veagtene
P1, P2y, P3y - - Pn.
Multipliceres (85) med p,, faas
Pror? = Pra?@? + 2(0rrly + prarbey + prarcez+ .. )@
+ pr e+ bry + crz 4 .. )2 (88)
Lader man heri » gjennemlebe alle Veaerdier fra 1 til » og
adderer, erholdes
[pv?] = [pa2] 22+ 2 ([pal] + [pably + [paclz + .. .)a
+[p+ by + cz+...)2. (89)
Til Bestemmelse af Minimum for [pv?] haves
1/‘;/;1,”3

dx

2[patlx+ 2| pal]l+ 2[pably+2[pacl z2+... = 0.
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Ved Differentiation m. H.t. v, 2 . . .. faas e—1 andre
Ligninger, saa at man ialt faar e Normalligninger:
[pal]+[pa2lx +[pably + [paclz+ . . . = 0
(pbl]+ [pable+ [pb2ly+[pbclz+ . . . = 0 /
[pell+[pacle +[pbcly+([pe2lz+ . . . =0 g (90)

Vedtager man, at
[ele s e ] e
naar Observationssterrelserne have forskjellige Vaegte, ikke
leengere betegne
a4+ a4 a?+ ...+ an? a1b1+ asbs + aszbs 2T it A
l E J/ll/l—i—/r._)/»_»%—/(,;‘/;;—* B O Ry S
men
Prd /)gnl‘—’ +/),;/l;~’ —+ ..+ pnan®, praib; +pe asbs+ 03 azbs + . .
-4 ‘/;,,r(,, " odgarh praily + psasls+psasls + . . + paanln . . .,
saa bliver (87) tillige Normalligningerne, naar Observations-
storrelserne ere ulige nejagtige.
30. Regningens Udforelse. Af (84) og (87) erholdes
av] = [al] + [a®]x + [ably + [aclz -+ ... = 0 )

; (91)

bv| = U, el % 4 0. 88
eller, hvis Observationssterrelserne have forskjellige Vagte,
pav] = 0, [pbv] = 0, [pcv] = 0, o.s.V. (92)
Normalligningerne erindres let, naar man bemerker, at
venstre Side af 1ste Normalligning dannes af hejre Side af
Betingelsesligningerne ved at multiplicere hver af disse Lig-
ninger med dens Koefficient til # og addere de derved frem-
komne Ligninger. Paa lignende Maade dannes de felgende
Normalligninger — alt forudsat, at Observationssterrelserne
have samme Veaegt.
Som  Kontrol * for Beregningen af Normalligningernes
Koefficienter haves
[a2?] 4- [ab] 4 [ac]+ . .. +[al] = [ala+b+c+ ...+ )]
[ab] + [b2)4-[be] + ... + [b] = [bla+b+c+ ... +/)1
[ac] + [be] +-[e2] 4 ...+ [el] = [e(a+b—+c+...4+0]] ) (93)
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Der fordres ikke nogen stor Nejagtighed ved Bereg-
ningen af disse Koefficienter ligesaa lidt som ved Normal-
ligningernes Oplosning; ved denne anvender man undertiden
Logarithmer, navnlig naar Koefficienterne ere flersiffrede
Tal. Firesiffrede Logarithmer ere tilstreekkelig nejagtige. Er
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