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ANVENDTE BETEGNELSER.

IS' = Elasticitetskoefficient,
E2 = Jernets Elasticitetskoefficient,
Ex = Betonens Trykelasticitetskoefficient,
F = Tværsnitsareal pr. Længdeenhed af Jernindlæg,
I — Inertimoment pr. Længdeenhed,

I(d,n) = Inertimoment pr. Længdeenhed i Punkt (</, n),
Ix(d.n) = Inertimoment pr. Længdeenhed i Punkt (d,n) i et Snit vinkel­

ret paa x-Aksen,
Iy(d,n) = Inertimoment pr. Længdeenhed i Punkt (d,n) i et Snit vinkel­

ret paa g-Aksen,
Ic = et vilkaarligt konstant Inertimoment,
M = bøjende Moment pr. Længdeenhed,

Mx = bojende Moment pr. Længdeenhed i Snit vinkelrette paa 
x-Aksen,

M = bøjende Moment pr. Længdeenhed i Snit vinkelrette paa 
y-Aksen,

Mxf Mx(f.n) = Mx i Punkterne f og (f, n),
Mx1, Mx,2 = bøjende Moment i Snit, som følger Linie 1 og Linie 2

paa en Strækning, hvis Længde er angivet,
Mxß = Momentet Mx, hvor Pladens Inertimoment er I = BIe,
Mx = bøjende Moment i Snit, hvis Normal halverer Vinklen 

mellem æ-Aksens og ÿ-Aksens positive Betning,
My = bøjende Moment i Snit, som staar vinkelret paa ovennævnte,
M„ = vridende Moment pr. Længdeenhed,

Mb, Mp(c,d,u-1,n) = M. 1 Punkterne a og (c, d, n - 1, n),
M = største Hovedmoment pr. Længdeenhed,
M, = mindste Hovedmoment pr. Længdeenhed,
P = en Kraft,
Q = lodret forskydende Kraft (kaldet Transversalkraft) pr. Længde- 

enhed,
Qab = Transversalkraft pr. Længdeenhed paa Strækningen a — b, 
Qx = Transversalkraft pr. Længdeenhed i Snit vinkelrette paa 

x-Aksen,
Qy = Transversalkraft pr. Længdeenhed i Snit vinkelrette paa 

g-Aksen,

Qx(e,1,2) = Qx i Punkt (e, 1,2),

Qy (2,d,e) = Qy 1 Punkt (2, d, e),
R = Reaktionen beregnet som Enkeltkraft,

Ra, R(e,n) = Reaktionen i Punkterne a og (c, n).
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INDLEDNING.

Medens Bestemmelse af Spændinger i Bjælker allerede i den første 
Halvdel af del 17de Aarhundrede havde været Genstand for Behandling, 
var det først i Slutningen af det 18de Aarhundrede, at man begyndte 
al beskæftige sig med Undersøgelse af Spændinger og Formforandrin­

ger i Plader.
I1787 offentliggjorde Chladni1) en Række Forsøg over Svingninger 

af elastiske Plader. En Del af disse Forsøg blev udført med smalle 
Pladestriber og kunde anvendes lil al verificere de af Euler2) og Daniel 
Bernoulli3) lidligere opstillede Udtryk for Formforandringen af elastiske 
Bjælker. En anden Del af Forsøgene blev udført med kvadratiske Pla- 
der, som endnu ikke havde været beregnet. Del er navnlig disse For- 
søg, der gav Foranledning lil, al der opstod el Ønske om al faa opstillet 
el teoretisk Grundlag til Beregning af Spændinger og Form forandringer i 

elastiske Plader.
Efterhaanden som del blev almindeligt al anvende Plader lil Maskin- 

og Bygningskonstruktioner, er Interessen for Bestemmelse af Spændinger 
i Plader vokset, og del er lykkedes i enkelte Tilfælde, navnlig i de senere 
Aar, at bestemme Spændingerne med en ret stor Nøjagtighed.

Ved Bestemmelse af Spændinger i en Plade, som paavirkes af Kræf­
ter vinkelret paa Pladens Plan, liar man anvendt følgende forskellige 

Fremgangsmaader:
1. Pladen beregnes som bestaaende af forskellige Bjælkesystemer.
2. Løsning af Differentialligningen.
3. Spændingsbestemmelse ved Ritz’s Metode.
4. Sammenligning med Forsøg.

Hvor langt man hidtil er naaet ad disse forskellige Veje fremgaar 
af det følgende:

1) En samlet Fortegnelse over Forsøgene findes i E. F. F. Chladni, Die Akustik, Leipzig, 

1802.
2) Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, Lau- 

sanne, 1744.
8) De vibrationibus laminarum elasticarum, offentliggjort i Commentarii Academic 

Scientarum Imperialis Petropolitanæ, 1751.
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1 . B e s te m m e ls e a f S p æ n d in g e r o g  F o r m  f o r a n d r in g e r i P la d e r e f te r  

d e n f ø r s tn æ v n te F  r e m g a n g s m a a d e e r u d f o r t a f J a c o b B e r n o u l l i 4 ) ( d e n  

y n g r e ) , s o m  f o r s ø g te a t t in d e e t t e o r e t i s k G r u n d la g t i l F o r k la r in g a f  

C h la d n is F o r s ø g . J a c o b  B e r n o u l l i b e r e g n e r P la d e rn e  s o m  b e s ta a e n d e  

a f to  p a a  h in a n d e n  v in k e l r e t te B jæ lk e s y s te m e r , i h v i lk e  B jæ lk e r n e  d a n ­

n e s a f P la d e s t r ib e r , s o m  e r b e l ig g e n d e  tæ t v e d  S id e n  a f  h in a n d e n . B e ­

s te m m e ls e n  a f F o r m f o r a n d r in g e n f o r d e  e n k e l te B jæ lk e r u d f ø r te s s o m  

a n g iv e t a f E u le r o g  D a n ie l B e r n o u l l i . D e r f a n d te s ik k e  v id e r e  g o d  O v e r ­

e n s s te m m e ls e  m e d  C h la d n is F o r s ø g .

V id e re U n d e r s ø g e ls e r t i l F o r k la r in g  a f C h la d n is  F o r s ø g  f ø r te  s e n e r e  

t i l O p s t i l l in g  a f P la d e n s  D if f e r e n t ia l l ig n in g  ( s e n e d e n f o r ) , s o m  d e r e f te r e r  

b le v e t a n v e n d t t i l L ø s n in g  a f  O p g a v e r , l iv o r  d e l g æ ld e r  o m  a t o p n a a  d e n  

s tø r s t m u l ig e  N ø ja g t ig h e d , m e d e n s s a m tid ig  d e n  æ ld r e  M e to d e  p a a  G r u n d  

a f  s in  s tø r re  S im p e lh e d  e r b le v e t a n v e n d t t i l L ø s n in g  a f  O p g a v e r i s a a -  

d a n n e  T i l f æ ld e , l iv o r d e n  m a a  a n ta g e s  a t g iv e e n  t i l s t ræ k k e l ig  g o d  T i l ­

n æ r m e ls e , s o m  d e s u d e n  k a n  v e r i f ic e r e s v e d F o r s ø g .

V e d B a c h ’s 5 ) T i ln æ r m e ls e s b e r e g n in g  f in d e s  M id d e lv æ r d ie r a f  d e  b ø j -  

e n d e M o m e n te r i c i r k u læ r e , e l l ip t i s k e o g  r e k ta n g u læ r e P la d e r , f o r e n  

e n s f o r m ig  f o r d e l t B e la s tn in g  o g  f o r e n E n k e l tk r a f t i M id le n .

D a n u s s o  6 ) h a r b e h a n d le t d e n  r e k ta n g u læ r e P la d e  i L ig h e d  m e d  d e n  

a f J a k o b  B e r n o u l l i a n g iv n e F r e m g a n g s m a a d e , m e n i e n  u d v id e t F o r m ,  

id e t h a n  r e g n e r , a t  P la d e n b e s ta a r  d e ls  a f  B jæ lk e r p a r a l le l le m e d  S id e rn e ,  

d e l s a f B jæ lk e r , s o m  i N æ r h e d e n  a f H jø r n e r n e h v i le r p a a  d e lo  s a m ­

m e n s tø d e n d e S id e u n d e r s tø tn in g e r , id e l d is s e B jæ lk e rs B e ln in g d a n n e r  

V in k le r p a a  4 5 ° m e d  S id e rn e . D e b ø je n d e  M o m e n te r e r h e r v e d f u n d e t  

m e d  e n  m e g e t g o d  T i ln æ r m e ls e .

I d e f le s te N o r m e r f o r J e r n b e to n k o n s t r u k t io n e r l in d e s F o r m le r t i l  

B e re g n in g  a f r e k ta n g u læ r e  P la d e r , s o m  e r  s im p e l t u n d e r s tø t te d e  e l le r  h e l t  

e l le r d e lv is  in d s p æ n d te  l a n g s  S id e r n e . P la d e n  tæ n k e s  v e d  B e re g n in g e n  o p ­

lø s t i to  P la d e r , s o m  l iv e r f o r s ig  e r u n d e r s tø t te t l a n g s lo  m o d s ta a e n d e  

S id e r . D e r n æ s t tæ n k e s l iv e r a f  d is s e P la d e r b e s ta a e n d e  a f B jæ lk e r , s o m  

l ig g e r tæ t v e d S id e n a f h in a n d e n , s a a le d e s a l m a n  i L ig h e d  m e d  d e  

t id l ig s te U n d e r s ø g e ls e r tæ n k e r s ig  P la d e n  b e s ta a e n d e  a f to  p a a  h in a n d e n  

v in k e lr e t te B jæ lk e s y s te m e r . B e la s tn in g e n  p a a l iv e r a f  d is s e lo  B jæ lk e ­

s y s te m e r b e s te m m e s i O v e r e n s s te m m e ls e  m e d d e i N o r m e r n e a n g iv n e  

F o r m le r , h v o r e f te r M o m e n te r o g  R e a k t io n e r b e r e g n e s s o m  f o r B jæ lk e r .

F o r u d s æ t te s P la d e n , h v is S id e læ n g d e r k a ld e s / o g  b (I 2  b), b e la s te t  

m e d e n  e n s f o rm ig  f o r d e l t B e la s tn in g  p  p r . A r e a le n h e d , r e g n e s  s a a le d e s  

e f te r d a n s k e  N o r m e r  7 ) , a l

4 ) E s s a i th é o r iq u e s u r l e s v ib r a t io n s d e s p la q u e s é la s t iq u e s , Nov. Acta Petropolitanæ, 

1 7 8 9 .

a ) B a e h , Elastizität und Festigkeit, B e r l in , 1 9 1 7 . M e to d e n  e r a n g iv e t i 1 8 9 0 .

ß ) T id s s k r i f te t^ / /cemento, 1 9 1 1 . B e a r b e jd e t a f H u g o v o n B r o n n e c k  i Beitrag zur Be- 

rechnang der kreuzweise bewehrten Eisenbetonplatten und deren Aufnahmeträger, 

B e r l in  1 9 1 3 .

7) Normer for Jernbetonkonstruktioner, u d g iv e t a f D a n s k  I n g e n iø r f o re n in g , 1 9 1 3 .



1 3

P la d e n m e d S p æ n d v id d e b b æ re r B e la s tn in g e n  pb = 74 h4‘P.

b4
- — 1- - PL-F +eP

V e d  d e n n e  F o rd e lin g a f  B e la stn in g e n o p n a a r m a n , a l N e d b ø jn in g e rn e  

p a a M id le n i d e lo B jæ lk esy s tem e r b liv e r lig e s to re .

E fte r ty sk e N o rm e r 8 ) sk a l B e re g n in g e n , m e d m in d re e n n ø ja g tig e re  

F re m g an g sm aa d e a n v e n d e s , u d fø re s p a a lig n e n d e M a a d e so m  e lle r d e  

d a n sk e N o rm e r.

I S v e jts 9 ) re g n es , a l

2
P la d e n m e d S p æ n d v id d e b b æ re r B e las tn in g e n P b  —  1 2 + b 2 °P y  

b 2  

l - PL -FE + bo P

R e g e le n lin d e r k u n A n v e n d e lse fo r I <  1 ,5  b.
Ifø lg e a m e rik a n sk e N o rm e r 1 0 ) re g n e s , a l

P la d e n m e d S p æ n d v id d e b b æ re r B e la stn in g e n p6 = (/ — 0,5)-p, 

m e d e n s B e s te n a f B e la s tn in g e n b æ re s a f P la d e n m e d S p æ n d v id d e / . 

R e g e le n sk a l k u n b ru g e s fo r 1 << 1,5 b.
2 . D e n a lm in d e lig e D iffe ren tia llig n in g  til B e ste m m e lse a f  e n P la d e s

Nedbøjning 

d 4 z i o d 4 z , d 4 z _  
 +  2  -   —  —  —  7  kp, 
d x 4 d x 2 d y 2 d y 4

h v o r k e r e n F a k to r , so m  a fh æ n g e r a f P la d e ty k k e lse n o g M a te ria le ts  

e la stisk e K o n s ta n te r, o g p e r B e la stn in g e n e lle r fo r sv in g e n d e P la d e r  

In e rtik ræ fte rn e  p r. A rea le n h e d , e r o p s tille t a f L a g ran g e , d e r  so m  M e d lem  

a f K o m m iss io n e n til B e d ø m m e lse a f e n i 1 8 1 1 u d sk re v en P riso p g av e  

a n g a ae n d e  e la stisk e  P la d e rs  S v in g n in g e r b e h a n d le d e  e n  a f  S o p h ie  G e rm ain  

in d sen d t B e sv a re lse a f O p g a v e n . N av ie r  1 1 ) h a r i e t A rb e jd e , so m  i 1 8 2 0  

b le v fo re la g t A k a d e m ie t i P a ris , m e d T iln æ rm else lø s t D iffe ren tia llig ­

n in g e n fo r d e n re k tan g u læ re s im p e lt u n d e rs tø tte d e P la d e , b e las te t m e d  

e n e n s fo rm ig fo rd e lt B e la s tn in g o g m e d e n E n k e ltk ra f t. T iln æ rm e lse n

8) Bestimmungen für Ausführung von Baumerken aus Eisenbeton, a u fg e ste llt v o m  

D e u tsch e n A u ssc h u ss fü r E isen b e to n , 1 9 1 5 .

9) Vorschriften über Bauten in armiertem Beton, a u fg e ste llt v o n d e r S c h w e iz e r isch e n  

K o m m iss io n d e s a rm ie rte n B e to n , 1 9 0 9 .

1 0 ) Final Report of the Joint Committee on Concrete and Reinforced Concrete, u d k o m m e n  

D e ce m b e r 1 9 1 6 i Proceedings of the American Society of Civil Engineers.

1 1 ) G e n g iv e t i Théorie de l'élasticité des corps solides d e C le b sc h tra d u ite p a r B a rré d e  

S t. V e n an t e t F la m a n t; P a ris , 1 8 8 3 .
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er bedst for den kvadratiske Plade, for hvilken Spændingerne ved en 

ensform ig fordelt Belastning findes ca. 12 % for store.

Da Navier12) i 1821 opstillede de elastiske Grundligninger, fik m an  

nye M idler til Behandlingen af den elastiske Plade. Cauchy, som var 

M edlem af Kom m issionen til Bedøm m else af den i 1820 af Navier ind­

sendte Afhandling om rektangulære Plader, fandt, at m an i isotrope 

Legem er m aa regne m ed to Elasticitetskonstanter 13), m edens Navier kun  

havde angivet een elastisk Konstant. Baade Cauchy14) og Poisson  15) 

opstillede ved Hjælp af de elastiske Grundligninger Relationer m ellem  

Spændingerne og Form forandringerne i en Plade og udledede heraf Dif­

ferentialligningen til Bestem m else af Nedbøjningen, og Poisson udførte 

bl. a. Løsningen for en fuldstændig sym m etrisk belastet cirkulær Plade.

Poisson opstillede Kantbetingelserne for en Plade paavirket af Kræf­

ter vinkelret paa Pladens Plan og angav for et vilkaarligt Elem ent af 

Pladens begrænsende Cylinderflade tre Betingelser, idet nem lig det bøjende 

og det vridende M om ent sam l den lodret forskydende Kraft (Transver­

salkraften) i vedkom m ende Elem ent antager bestem te Værdier, som svarer 

til Form  forandringen i Pladen, og disse M om enter og Kræfter m aatte 

holdes i Ligevægt af tilsvarende ydre M om enter og Kræfter. Kirchhoff16) 

har paavist, at disse Betingelser ikke i Alm indelighed kan ventes op­

fyldt, saaledes at Opgaven kun kan løses i særlig sim ple Tilfælde, som  

f. Ex. ved den fuldstændig sym m etrisk belastede cirkulære Plade, hvor 

det vridende M om ent langs Kanten forsvinder. Kirchhoff har dog lier- 

ved indført forskellige tilnærm ende Forudsætninger. Han forudsætter, 

l) al rette Linier vinkelrette paa Pladens M idlerplan ogsaa eller Form for­

andringen vedbliver al være rette Linier, som er Norm aler til Pladens 

M idterflade, og 2) al et Elem ent af M idterplanen ikke vil strækkes ved 

Form forandringen. M ed disse Forudsætninger linder Kirchhoff ved An­

vendelse af det virtuelle Arbejdes Princip den sam m e Differentialligning  

som  Poisson, m en kun to Kantbetingelser. Forklaringen paa den tilsynela­

dende Uoverensstem m else m ellem  de af Poisson og de af Kirchhoff fundne  

Resultater er angivet af Kelvin og Tait17), som viser, at de to af Pois­

sons Kantbetingelser for tynde Plader kan sam m enfattes til en af Kirch­

hoffs, idet bestem te Spændinger og Form foraud  ringer i Pladen svarer til 

uendelig m ange sam m enhørende Værdier af Transversalkraft og vridende

12) Paris. Mém. Acad. Sciences, 1827. Afhandlingen blev forelagt Akadem iet i 1821.

18) Sur les équations qui exprim ent les conditions d ’équilibre ou les lois de m ouvem ent 

intérieur d ’un corps solide, Exercises de mathématique, 1827 og 1828,

Som Konstanter er nu alm indeligst anvendt Elasticitetskoefficienterne E og G 

sam t Poissons Forhold M  sædvanlig Betegnelse 1), af hvilke den ene som bekendt

\ m /
kan udtrykkes ved de to andre.

14) Sur l'équilibre et le m ouvem ent d ’une plaque solide, Exercices de mathématique, 1828.

J5) M ém oire sur l’équilibre et le m ouvem ent des corps élastiques, Mém. Paris Acad., 1829.

18) Crelles Journal für reine und angewandte M athematik, Bd. 40, 1850.

17) Thom son and Tait, Natural Philosophy, 1. Udgave, Oxford, 1867; 2. Udgave, Cam ­

bridge, 1879— 83.
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M o m e n t la n g s K a n te n , sa a le d e s a t m a n  v e d  ty n d e P la d e r k a n  u d try k k e  

d e sa m m e n h ø re n d e V æ rd ie r a f d e t v r id e n d e M o m e n t o g  a f T ra n sv e rsa l­

k ra f te n fo r e t K a n te le m e n t v e d  e e n K a n tb e tin g e ls e .

S e n e re U n d e rsø g e ls e r 1 8 ) h a r y d e r lig e re g o d tg jo r t , a t K irc h h o ffs T e o r i  

i a lle p ra k tisk e T ilfæ ld e g iv e r t i ls træ k k e lig n ø ja g tig e  R e su lta te r . M ic h e ll 

o g L o v e h a r o p s til le t R e la tio n e r m e lle m  S p æ n d in g e rn e o g F o rm fo ra n ­

d r in g e rn e  u d e n  a t  g ø re  B ru g  a f  K irc h h o ffs  F o ru d sæ tn in g e r. Å rp å d  N å d a i 1 9 ) 

v ise r e n S a m m e n lig n in g  m e lle m  d is se R e la tio n e r o g  d e R e la tio n e r , so m  

u d le d e s v e d A n v e n d e lse a f K irc h h o ffs F o ru d sæ tn in g e r . D e t f re m g a a r  

h e ra f , a t K irc h h o ffs T e o r i g iv e r m e g e t n ø ja g tig e R e su lta te r , n a a r K v a ­

d ra te t p a a  P la d e ty k k e lse n  k a n  re g n es fo rsv in d e n d e i S a m m e n lig n in g  m e d  

K v a d ra te t p a a S p æ n d v id d e n .

B e s te m m e lse a f d e n re k ta n g u læ re P la d e s N e d b ø jn in g e r o g S p æ n ­

d in g e r v e d  A n v e n d e ls e a f  D iffe re n tia ll ig n in g e n  e r u d fø r t b l. a . a f L e v y  2 0 ) , 

E s ta n a v e  2 1 ) , S im iö 2 2 ) o g L e itz  2 3 ) , d e r a lle a n v e n d e r e n l ig n e n d e F re m -  

g a n g sm a a d e so m  N a v ie r, h v o rv e d K a n tb e tin g e ls e rn e o p fy ld e s , m e d e n s  

d e r im o d D iffe re n tia ll ig n in g e n k u n t i lf re d ss ti l le s m e d T iln æ rm e lse , id e l  

B e la s tn in g s f la d e n  f re m s til le s v e d R æ k k e u d v ik lin g . I M o d sæ tn in g h e r ti l 

lø se r H e n c k y 2 4 ) o g Ä rp ä d N å d a i O p g a v e n fo r d e n re k ta n g u læ re P la d e  

sa a le d e s , a t D iffe re n tia llig n in g e n  t i lf re d s s ti l le s n ø ja g tig t, m e d e n s d e r im o d  

K a n tb e tin g e ls e rn e k u n t i ln æ rm e lse sv is o p fy ld e s . Im id le r tid e r O v e re n s ­

s te m m e lse n m e lle m  d e a f L e itz , H e n c k y  ø g  Å rp å d N å d a i p a a fo rsk e llig  

M a a d e fu n d n e V æ rd ie r a f N e d b ø jn in g e r o g S p æ n d in g e r sa a g ø d , a l d e  

a n g iv n e  R e su lta te r m a a a n ta g e s a t v æ re t i ls træ k k e lig  n ø ja g tig e t i l e n h v e r  

p ra k tisk  A n v e n d e ls e . F o ru d e n d e n la n g s a lle f ire S id e r s im p e lt u n d e r ­

s tø tte d e re k ta n g u læ re P la d e h a r H e n c k y b e re g n e t d e n la n g s a lle f ire  

S id e r in d sp æ n d te re k ta n g u læ re  P la d e -  b a a d e fo r e n e n s fo rm ig fo rd e lt B e ­

la s tn in g  o g fo r e n E n k e ltk ra f t p a a M id te n  a f P la d e n . Å rp å d N å d a i h a r  

a n g iv e t L ø sn in g e n fo r sp e c ie lle  T ilfæ ld e a f P la d e r m e d fo rsk e llig B e la s t­

n in g  o g U n d e rs tø tn in g , ø g h a r b l. a . fu n d e t N e d b ø jn in g e r o g  S p æ n d in g e r  

i e n P la d e s tr ib e m e d e n s fo rm ig fo rd e lt B e la s tn in g , s im p e lt u n d e rs tø tte t  

la n g s d e lo la n g e S id e r ø g  k o n tin u e r lig  o v e r T v æ ru n d e rs tø tn in g e r , so m

,H ) S e f . E x . B o u ss in e sq , Journal de Math. (Liouville), 1 8 7 1 o g  1 8 7 9 ; G ra sh o f, Elastizität

und Festigkeit, 1 8 7 8 ; M ic h e ll , London Math. Soc. Proc. 1 9 0 0 ; L o v e , The Mathematical

Theory of Elasticity, 2 . U d g ., 1 9 0 7 , h v o r i l in d e s e n h is to risk  O v e rs ig t o g  e n u d fø rlig

L ite ra tu ra n g iv e ls e .

1 U ) Å rp å d N å d a i, D ie F o rm ä n d e ru n g e n u n d  d ie S p a n n u n g e n v o n  re c h te c k ig e n  e la s tis c h e n

P la tten , Forschungsarbeiten anf dem Gebiete des Ingenieurwesens, H e ft. 1 7 0 u n d 1 7 1 ,

B e rlin 1 9 1 5 .

2u) Comptes rendus à l'Académie, 1 8 9 9 .

2 1 ) C o n tr ib u tio n à l ’é tu d e d e l ’é q u ilib re é la s tiq u e d ’u n e p la q u e re c ta n g u la ire m in c e . 

T h è se s p ré se n té e s å la Faculté des Sciences de Paris, 1 9 0 0 .

2 2 ) B e itra g z u r B e re c h n u n g d e r re c h te c k ig e n P la tte n , Zeitschrift des österreichischen Ar- 

, chitekten- und Ingenieurvereins, N r. 4 4 , 1 9 0 8 .

2 3 ) H e in r ic h  L e itz , Die Berechnung der frei aufliegenden, rechteckigen Platten, B e rlin  1 9 1 4 , 

sa m t B e re c h n u n g d e r e in g esp a n n te n  re c h tec k ig e n  P la tte , Zeitschrift f. Math. u. Physik, 

B d . 6 4 , 1 9 1 7 .

2 4 ) H . H e n ck y , Der Spannungszustand in rechteckigen Platten. M ü n c h en  u n d  B e rlin , 1 9 1 3 .
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d e l e r  P l a d e n  i  l i g e  s t o r e  r e k t a n g u l æ r e  F e l t e r ,  i d e t  l i a n  i  d e t t e  T i l f æ l d e  i  

L i g h e d  m e d  N a v i e r  f r e m s t i l l e r  B e l a s t n i n g s f l a d e n  v e d  R æ k k e u d v i k l i n g .

3 .  R i t z ’ s  M e t o d e 2 5 )  t i l  T i l n æ r m e l s e s l ø s n i n g  a f  e l a s t i s k e  P r o b l e m e r  k a n  

a n v e n d e s  t i l  B e s t e m m e l s e  a f  N e d b ø j n i n g e r  o g  S p æ n d i n g e r  i P l a d e r .  D e n  

n e d b ø j e d e  P l a d e s  F o r m  b e s t e m m e s  h e r v e d  l i g e s o m  v e d  N a v i e r s  B e r e g n i n g  

s a a l e d e s ,  a l  K a n t b e t i n g e l s e r n e  o p f y l d e s  n ø j a g t i g t ,  m e d e n s  P l a d e n s  D i f f e r e n ­

t i a l l i g n i n g  d e r i m o d  k u n  t i l f r e d s s t i l l e s  m e d  T i l n æ r m e l s e .  F o r  a l  k u n n e  l ø s e  

D i f f e r e n t i a l l i g n i n g e n  m e d  r i m e l i g  T i l n æ r m e l s e  u d v i k l e s  v e d  N a v i e r s  F r e m -  

g a n g s m a a d e  B e l a s t n i n g s f l a d e n  i  R æ k k e r ,  m e d e n s  m a n  v e d  R i t z  s  M e t o d e  

a n t a g e r ,  a t  P l a d e n  b ø j e r  s i g  e f t e r  e n  F o r m ,  s o m  u d t r y k k e s  v e d  K o o r d i ­

n a t e r n e  o g  e n  R æ k k e  K o e f f i c i e n t e r ,  d e r  t i l f r e d s s t i l l e r  K a n t b e t i n g e l s e r  n e  

o g  b e s t e m m e s  s a a l e d e s ,  a t  A r b e j d e t  ( 2  A m  +  A ) ,  h v o r  A n  e r  d e  y d r e  K r æ f  

l e r s  o g  A i  d e  i n d r e  K r æ f t e r s  A r b e j d e ,  b l i v e r  M i n i m u m . H e r v e d ,  o p n a a s  

f o r  d e t  f ø r s t e ,  a t  P l a d e n  e r  i  L i g e v æ g t ,  o g  f o r  d e t  a n d e t ,  a l  D e f o r m a ­

t i o n s a r b e j d e t  b l i v e r  M i n i m u m  v e d  d e n  f u n d n e  L i g e v æ g t s t i l s t a n d ,  h v i l k e t  

b e t y d e r ,  a t  P l a d e n s  D i f f e r e n t i a l l i g n i n g  t i l f r e d s s t i l l e s  m e d  d e n  b e d s t  m u l i g e  

T i l n æ r m e l s e ,  s o m  k a n  o p n a a s  u n d e r  H e n s y n  t i l  d e n  v e d K o e f f i c i e n t e r n e  

b e s t e m t e  F o r m . 2 6 )

R i t z 2 5 )  l i a r  o p s t i l l e t  t i l n æ r m e n d e  U d t r y k  f o r  d e n  e l a s t i s k e  F l a d e s  

F o r m  v e d  r e k t a n g u l æ r e  P l a d e r ,  i n d s p æ n d t e  l a n g s  a l l e  l i r e  S i d e r ,  o g  b e ­

r e g n e t  N e d b ø j n i n g e r n e  i  d e n  k v a d r a t i s k e  P l a d e .  A r p a d  N a d a i ’ )  l i a i  l æ -  

n y t t e t  d e  a f  R i t z  a n g i v n e  U d t r y k  f o r  d e  r e k t a n g u l æ r e  i n d s p æ n d t e  P l a d e r  

o g  b e r e g n e t  N e d b ø j n i n g e r  o g  S p æ n d i n g e r  f o r  f o r s k e l l i g t  F o r h o l d  m e l l e m  

S i d e l i n i e r n e .

H a g e r  2 7 )  h a r  b e r e g n e t  r e k t a n g u l æ r e  P l a d e r ,  s i m p e l t  u n d e r s t ø t t e d e  

l a n g s  a l l e  l i r e  S i d e r ,  v e d  e n  l i g n e n d e  F r e m g a n g s m a a d e  s o m  R i t z ,  i d e t  

l i a n  u d t r y k k e r  d e n  e l a s t i s k e  F l a d e s  F o r m  v e d  t r i g o n o m e t r i s k e  R æ k k e r ,  

h v i s  e n k e l t e  L e d ,  s o m  t i l f r e d s s t i l l e r  K a n t b e t i n g e l s e r n e ,  h v e r t  m u l t i p l i c e r e s  

m e d  e n  K o e f f i c i e n t ,  d e r  b e s t e m m e s  s a a l e d e s ,  a l  S u m m e n  a l  d e  y d r e  o g  

d e  i n d r e  K r æ f t e r s  A r b e j d e  b l i v e r  N u l ,  o g  a l  D e f o r m a t i o n s a r b e j d e t  s a m t i ­

d i g  b l i v e r  M i n i m u m .

F r e m g a n g s m a a d e n  e r  o g s a a  l o r s ø g l  a n v e n d t  l i l  B e r e g n i n g  a f  1  l a d e t ,  

u n d e r s t ø t t e d e  i  e n k e l t e  P u n k t e r ,  s o m  l i g g e r  i  l o  p a a  h i n a n d e n  v i n k e l -

2 s )  C r e l l e s  J o u r n a l  f ü r  r e i n e  u n d  a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k ,  B d .  1 3 5 ,  1 9 0 8 .

s a )  B e v i s e t  h e r f o r  e r  a n g i v e t  a f  O s t e n f e l d  i  Teknisk Elasticitetslære, 3 .  U d g .  S .  1 1 9 ,  K ø -  

b e n h a v n  1 9 1 6 ,  o g  F r e m g a n g s m a a d e n  e r  l i e r  b e l y s t  v e d  t i e r e  E x e m p l e r .  B l .  a .  b e r e g -  

n e s  t i l n æ r m e n d e  V æ r d i e r  a f  N e d b ø j n i n g e r  o g  S p æ n d i n g e r  i  e n  u e n d e l i g  l a n g  P l a d e ,  

i n d s p æ n d t  l a n g s  d e n  e n e  a f  d e  u e n d e l i g  l a n g e  S i d e r  o g  f r i  l a n g s  d e n  a n d e n  ( e n  v a n d ­

r e t  F l i g  a f  e t  V i n k e l j e r n )  o g  i  e t  P u n k t  a f  d e n  f r i e  S i d e  b e l a s t e t  m e d  e n  E n k e l t k r a f t .

2 7 5  Berechnung ebener, rechteckiger Platten mittels trigonometrischer Reihen, M ü n c h e n  u n d  

B e r l i n ,  1 9 1 1 ,  h v o r i  b e h a n d l e s  f o r s k e l l i g e  B e l a s t n i n g s t i l f æ l d e . V e d  O p s t i l l i n g e n  a f  d e t  

i n d r e  D e f o r m a t i o n s a r b e j d e  e r  d e r  i k k e  r e g n e t  m e d  d e  v a n d r e t t e  b o r s k y d n i n g s s p æ n ­

d i n g e r  e l l e r  d e  f r a  d i s s e  F o r s k y d n i n g s s p æ n d i n g e r  h i d r ø r e n d e  v r i d e n d e  M o m e n t e r ,  

h v o r f o r  d e  f u n d n e  V æ r d i e r  a f  S p æ n d i n g e r n e  a f v i g e r  b e t y d e l i g t  f r a  d e  v i r k e l i g e  V æ r ­

d i e r . I  e n  A r t i k e l  i  Deutsche Bauzeitung, B e t o n b e i l a g e  N r .  1 ,  1 9 1 2 ,  o g  i  Theorie des 

Eisenbetons, M ü n c h e n  u n d  B e r l i n ,  1 9 1 6 ,  m e d r e g n e r  H a g e r  o g s a a  d e  v a n d r e t t e  F o r -  

s k y d n i n g s s p æ n d i n g e r s  D e f o r m a t i o n s a r b e j d e ,  m e n  U n d e r s ø g e l s e n  i n d s k r æ n k e s  h e r  t i l  

B e h a n d l i n g  a f  P l a d e r  m e d  e n s f o r m i g  f o r d e l t  T o t a l b e l a s t n i n g .
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r e t t e  R æ k k e r ( f l a t s l a b s ) 2 8 ) . D e r m e d ta g e s h e r k u n  d e t f ø r s t e  L e d  a f  

R æ k k e n , o g  d e r i n d g a a r k u n  e e n  K o e f f i c i e n t , s o m  b e s te m m e s  s a a le d e s ,  

a t S u m m e n  a f  d e  y d r e  K r æ f te r s  A r b e jd e  e r  l i g  m e d  d e t i n d r e  D e f o r m a ­

t i o n s a r b e jd e . D a  d e r im id le r t id  k u n  e r  a n v e n d t  d e t  f ø r s t e  L e d  a f  R æ k k e n ,  

e r m a n  i k k e  h e r v e d  i S ta n d  t i l a t l ) e d ø m m e , o m  R e s u l t a t e r n e  e r f u n d e t  

m e d  t i l s t r æ k k e l ig  N ø ja g t ig h e d  t i l a t k u n n e  a n v e n d e s i P r a k s i s .

4 . H v e r a f  d e  o v e n n æ v n te  t r e  F r e m g a n g s m a a d e r e r b le v e t a n v e n d t  

i F o r b in d e ls e  m e d  F o r s ø g . S e lv  i s a a d a n n e  T i l f æ ld e , h v o r  d e t  e r  m u l ig t  

a t l ø s e  D if f e r e n t ia l l ig n in g e n  o g  l i e rv e d  f in d e  S p æ n d in g e r n e  i P la d e n , b ø r  

d e  f u n d n e  R e s u l t a t e r v e r i f i c e r e s  v e d  F o r s ø g , i d e t F o r u d s æ tn in g e r n e  f o r  

B e r e g n in g e n  k u n  k a n  v æ r e  T i ln æ r m e ls e s u d t r y k  f o r  d e  v i r k e l ig e  F o r h o ld .  

M a n  f o r u d s æ t te r , a t P la d e n  b e s ta a r a f  e t i s o t r o p t  M a te r i a l e , o g  a t  H o k e s  

L o v g æ ld e r ; m a n  r e g n e r s æ d v a n l ig m e d d e a f  K ir c h h o f f i n d f ø r t e  T i l ­

n æ r m e ls e r , s o m  k u n  g æ ld e r f o r t y n d e  P la d e r , o g  m a n  a n ta g e r , a t P la ­

d e n s N e d b ø jn in g e r e r s m a a i F o r h o ld t i l d e n s  D im e n s io n e r . F o r u d e n  

d e s p e c ie l l e T i ln æ r m e ls e r s v a r e n d e t i l h v e r a f d e o v e n n æ v n te  t r e  B e ­

r e g n in g s m e to d e r , B jæ lk e te o r i e n , D if f e r e n t ia l l ig n in g e n  o g R i tz ’s M e to d e ,  

i n d f ø r e r m a n  a l t s a a  a l l e  d i s s e  F o r u d s æ tn in g e r , s o m  k u n  g æ ld e r m e d  e n  

v i s T i ln æ r m e ls e , o g  h e r t i l k o m m e r  f o r J e r n b e to n p la d e r d e n  O m s tæ n d ig ­

h e d , a t B e to n e n s T r æ k b r u d g r æ n s e f o r h o ld s v i s h u r t ig t o v e r s k r id e s , h v o r ­

v e d  P la d e n s  e la s t i s k e  E g e n s k a b e r æ n d r e s , o g  d e n n e  Æ n d r in g  v i l t i lm e d  

v æ r e  f o r s k e l l ig  i d e  f o r s k e l l ig e D e le  a f  P la d e n .

P a a  G r u n d  a f  d e n  h e r v e d  f r e m k o m n e U s ik k e r h e d  v i l d e t v æ r e  n ø d ­

v e n d ig t v e d  F o r s ø g  a t f a a  k o n s ta te r e t , a t F e j l e n  l i g g e r  i n d e n f o r  r im e l ig e  

G r æ n s e r , o g  d e r h a r i d e n  A n le d n in g  v æ r e t u d f ø r t e n  M æ n g d e  F o r s ø g ,  

b a a d e  p a a P r ø v e a n s ta l t e r , l i v o r d e r f in d e s  d e n ø d v e n d ig e  I n s t r u m e n te r  

t i l n ø ja g t ig e M a a l in g e r , o g  p a a B y g g e p la d s e r , k v o r m a n o f te b e la s t e r  

P la d e r i u d f ø r t e  J e r n b e to n k o n s t r u k t io n e r o g  m a a le r  N e d b ø jn in g e n  e l l e r  

F o r læ n g e l s e n  a f  J e r n e t i T r æ k s id e n  o g  F o r k o r s e l s e n  a f  B e to n e n  i  T r y k ­

s id e n .

B e la s tn in g s f o r s ø g m e d  P la d e r k a n  f o r u d e n  a t a n v e n d e s  t i l a t v e r i f i ­

c e r e  d e  v e d  B e r e g n in g e n  f u n d n e R e s u l t a t e r , t i l l i g e a n v e n d e s t i l d i r e k te  

B e s te m m e ls e  a f  M o m e n tk o e f f i c i e n te r . S a a d a n n e  F o r s ø g  t i l B e s te m m e ls e  

a f  d e  b ø je n d e  M o m e n te r i J e r n b e to n p la d e r  h a r  v æ r e t u d f ø r t a f  B a c h  o g  

G r a f 2 9 ) o g  a f  T a lb o t o g  S la te r 3 0 ) . V e d  d e  a f  B a c h  o g  G r a f  u d f ø r t e  F o r ­

s ø g  m e d  k v a d r a t i s k e o g  r e k ta n g u læ r e  P la d e r b le v  d e r s a m t id ig  t i l S a m ­

m e n l ig n in g  u d f ø r t B e la s tn in g s f o r s ø g  m e d  B jæ lk e r e l l e r P la d e s t r ib e r , d e r  

h a v d e  s a m m e H ø jd e  o g  J e r n p r o c e n t  s o m  P la d e r n e . D a  d e  b ø je n d e  M o ­

m e n te r p r . L æ n g d e e n h e d  i P la d e r n e  o g  i B jæ lk e r n e  k a n  r e g n e s  l i g e  s to r e ,  

n a a r d e n  f ø r s t e . R e v n e v i s e r s ig , o g  l i g e le d e s n a a r B r u d  i n d t r æ d e r , o g  

d a  m a n  f o r B jæ lk e rn e  k a n  b e r e g n e  d e n  n ø ja g t ig e  V æ r d i a f  M o m e n te r n e ,

28) Theorie des Eisenbetons, M ü n c h e n  u n d  B e r l in , 1 9 1 6 .

2 9 ) V e r s u c h e  m it a l s e i t ig  a u f l i e g e n d e n , q u a d r a t i s c h e n  u n d  r e c h te c k ig e n  E is e n b e to n p la t t e n  

Deutscher Ausschuss für Eisenbeton, H e f t 3 0 , 1 9 1 5 .

3 0 ) T e s t s o f  R e in f o r c e d  C o n c r e te  F la t S la b  S t r u c tu r e s , University of Illinois Engineering 

Experiment Station, B u l le t in  N r . 8 4 , J a n . 1 9 1 6 .

N . J . N ie l s e n  : S p æ n d in g e r i P la d e r . 2
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faar man herved Midler til Bestemmelse af Momentkoefficienter for Pla­
derne. Undersøgelser af denne Art paa Grundlag af Bach’s og Gral’s 

Forsøg er udført af Mörsch 31) og af Suenson 32).
Da Pladernes Hjørner ved de af Bach og Graf udførte Forsøg ikke 

var hindret i at bøje sig op, bliver Spændingsfordelingen i disse For­
søgsplader ikke den samme som i de almindeligst anvendte Plader, hvor 
Hjørnernes Opbøjning er hindret ved Indstøbning i Mur eller delvis Ind­

spænding i Bjælker.
Ved de af Talbot og Slater udførte Forsøg maalte man Forlængelsen af 

Jernet i Træksiden og i nogle Tilfælde tillige Forkortelsen af Betonen i Tryk­

siden og beregnede ved Hjælp af Jernets og Betonens Elasticitetskoefficienter 
tilnærmende Værdier af de optrædende Momenter. Da man ikke kender 
Størrelsen og Udstrækningen af de optrædende Trækspændinger i Be­
tonen, bliver denne Fremgangsmaade til Bestemmelse al de bøjende 

Momenter imidlertid ret unøjagtig.
Waddell33) angiver for rektangulære Jernbetonplader Formler til Be­

stemmelse til den Del af Pladen, hvorover det bøjende Moment, hidrø­
rende fra Enkeltkræfter og Belastninger, som virker paa et lille Areal, 

kan regnes ensformig fordelt. Formlerne er bygget paa forsøg, som er 
udført dels af Illinois Universitet 34), dels af Ohio Highway Department35).

Ved den i det følgende anvendte Fremgangsmaade til Bestemmelse 

af Nedbøjninger og Spændinger i elastiske Plader løses Opgaven ved at 

regne med endelige Differenser. I Lighed med Udledelsen al den al­

mindelige Differentialligning udledes her ved Hjælp al Ligevægtsbetingel­
serne for et rektangulært Pladeelement, udskaaret ved Snit vinkelret paa 

Pladens Plan, en Differensligning, der har samme Form som Pladens 
almindelige Differentialligning og falder sammen med denne, naar Ele­
mentets Sidelinier er uendelig smaa. Hele Pladen tænkes delt i saa- 
danne Elementer med endelig Udstrækning. For Elementerne langs 
Pladens Kanter udledes der særlige Betingelser, saaledes at man for livert 
Element kan opskrive en Ligning til Bestemmelse af Nedbøjningen al 
en Række Punkter, beliggende paa hver sit Element. Paa denne Maade 
faas altsaa ligesaa mange Ligninger, som der er ubekendte Nedbøjnin­
ger. Ved Løsning af Ligningerne findes Pladens Nedbøjninger, og ved 

Anvendelse af Relationerne mellem de indre Kræfter og Formforandrin­

gerne findes herefter de bøjende og de vridende Momenter, Transversal- 

kræfterne og Reaktionerne.
Ligesom man ved Anvendelse af Differentialligningen kun i spe­

cielle Tilfælde kan løse Opgaveir nøjagtigt, og i Almindelighed som tid­
ligere nævnt enten maa tilfredsstille Differentialligningen eller Kantbe-

31) Deutsche Bauzeitung, Betonbeilage Nr. 3, 1916.

32) Ingeniøren Nr. 76, 77, 78 og 95, 1916.

33) Waddell, Bridge Engineering, New York and London, 1916, Side 852.

34) Disse Forsøg er offentliggjort af W. A. Slater i en Diskussion, indledet af A. T. Gold­

beck i Proceedings of the American Society for Testing Materials, 1913.

K5) Bulletin Nr. 28 of the Highway Department of the State of Ohio, September 1915.
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tingelserne med Tilnærmelse, opnaar man ved at regne med Elementer 
al endelig Udstrækning ogsaa kun en Tilnærmelse; men da Pladens 
Nedbøjninger lindes ved Løsning af Ligningerne, vil disse Nedbøjninger 
tilfredsstille Differensligningen for et vilkaarligt Element og saalede og­
saa tilfredsstille Kantbetingelserne.

Differensligninger har været anvendt til Løsning af beslægtede Op­
gaver, saasom Kupler og Beholdervægge, formede som Omdrejningsflader 
og belastede paa en bestemt Maade, saaledes at der i Ligningerne kun 

kommer til at indgaa een uafhængig variabel36). Den almindelige Diffe­
rensligning for plane Plader indeholder to uafhængige variable, og man 

kan derlor heller ikke ordne Ligningerne i Lighed med Clapeyron’ske 

Ligninger, saaledes som det er muligt, naar der kun er een uafhængig 
variabel. Da man imidlertid har een Ligning for hver af de ubekendte 
Nedbøjninger, vil man altid for en vilkaarlig Belastning vinkelret paa 
Pladens Plan ved en passende Inddeling i Elementer kunne løse Op­
gaven med en rimelig Tilnærmelse.’

Fremgangsmaaden er belyst ved en Kække Exempler. Der vises en 

Sammenligning mellem de beregnede Nedbøjninger og de af Bach og 
Graf29) angivne maalte Nedbøjninger for en kvadratisk Plade og for en 
rektangulær Plade med Mellemunderstøtning. Ved Beregningen af disse 
Pladers Nedbøjning findes ogsaa Hjørnernes Opbøjning. Ligeledes vises 
en Sammenligning mellem de beregnede og de af Talbot og Slater30) 
ved Forsøg fundne bøjende Momenter i en Plade, understøttet af Søjler 
med Kapitæler (flat slab). For kvadratiske, simpelt understøttede eller 
indspændte Plader beregnes Nedbøjninger, bøjende Momenter og Reak­
tioner, og Resultaterne sammenlignes med de Værdier, som tidligere 
er fundet ad anden Vej. Fremgangsmaaden kan anvendes ved en vil­
kaarlig usymmetrisk Belastning, hvilket er vist ved et Exempel, hvor en 
rektangulær Plade, simpelt understøttet langs alle fire Sider, paavirkes 

af en Enkeltkraft i et Punkt, som ikke er beliggende i en Symmetrilinie. 

For en Plade, som er simpelt understøttet langs to modstaaende Sider, 
vises, hvorledes baade Nedbøjningerne og de bøjende Momenter for en ens­

formig fordelt Belastning bliver større ved Midten af de frie Kanter end 
midt i Pladen, og for en Plade, som er simpelt understøttet i den ene 
Retning og kontinuerlig i den anden, findes Nedbøjninger, bøjende Mo­

menter og Reaktioner paa Grund af en ensformig fordelt Belastning dels 

over hvert Fag og dels over hvert andet Fag. De bøjende Momenter 

beregnes for trekantede Plader, simpelt understøttede langs Siderne og 
paavirkede al en ensformig fordelt Belastning. For Jernbetonplader 

undersøges, hvilken Betydning Armeringsretningen har med Hensyn til 
Nedbøjningens Størrelse og de bøjende Momenters Fordeling.

I et særligt Afsnit er »flat slabs« behandlet. Det undersøges, hvil­

ken Indflydelse Kapitælernes Størrelse og Stivhed har, og hvorledes de 
bøjende Momenter fordeler sig, dersom der ikke kan optages negative 

36) Se f. Ex. P. M. Frandsens Behandling af Kupler og Beholdervægge i Teknisk For­

enings Tidsskrift, Afdeling for Jernbeton, 1915 og 1916.

2*'
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Momenter i en Del af Pladen i Søjlerækkerne. Der undersøges forskel­

lige Belastningstilfælde, ensformig fordelt Totalbelastning, Stribebelast- 

ning bestaaende af en ensformig fordelt Belastning i hvertandet Fag, 

Belastning i Skakbrætform og Belastning med en Enkeltkraft. Søjlernes 
Indflydelse paa de bøjende Momenter i Pladen beregnes, og det under­

søges, hvor meget de bøjende Momenter forøges i Yderfag og Hjørne­

felter. Til Slut er anført nogle Bemærkninger vedrørende amerikanske 

Normer for »flat slabs«.

Hvorledes Spændingerne i Pladen bestemmes, naar de bøjende Mo­
menter først er fundet, forudsættes bekendt og vil derfor ikke l)live 

videre omtalt. Ved de fleste af de viste Exempler er de bøjende Mo­
menter beregnet i to paa hinanden vinkelrette Snit. De største og de 

mindste bøjende Momenter, Hovedmomenterne, og Snittene, hvori disse 

Momenter optræder, er i enkelte af Exemplerne tillige beregnet og er 

iøvrigt bestemt ved de i Exemplerne beregnede Nedbøjninger.



F Ø R S T E  A F S N I T .

P L A D E R  M E D  K O N S T A N T  I N E R T I M O M E N T .

§  1 . Opstilling af Differensligningen.

N e d b ø jn in g e n  a f  e n  e l a s t i s k  P la d e , s o m  p a a v i r k e s  a f  K r æ f te r  v in k e l ­

r e t p a a  P la d e n s  P la n , k a n  b e s t e m m e s v e d  H jæ lp a f d e n a lm in d e l ig e  

l i n e æ r e , p a r t i e l l e D if f e r e n t i a l l i g n in g

- - - - - - - P  2  - - - - - - - - - - - - - - - - - - = =  ( 1 — u 2 )2 *  ( 1 )  
d x i d x 2 d y 2 T d y 4 0

h v o r  x  o g  y  =  P la d e n s  K o o r d in a t e r  i e t r e tv in k l e t K o o r d in a t s y s t e m ,  

z  =  P la d e n s  N e d b ø jn in g ,

E  =  E la s t ic i t e t s k o e f f ic i e n t e n ,

u  =  P o i s s o n ’s F o r h o ld ,

I — P la d e n s  I n e r t im o m e n t p r . L æ n g d e e n h e d ,

p =  B e la s tn in g e n  p r . A r e a l e n h e d .

D e r s o m  m a n  i L ig n . ( 1 ) e r s t a t t e r D if f e n t i a l e r n e  m e d  e n d e l ig e  D if f e ­

r e n s e r , f a a s d e n  l i n e æ r e , p a r t i e l l e D if f e r e n s l i g n in g

A I  A 4 z A 4 z  D

A x 4 7 A x 2 A y 3  A y 4 EL ( 2 )

S e r m a n f o r e lø b ig  b o r t f r a  d e n  D e l a f  P la d e n , s o m  l i g g e r i N æ r -  

h e d e n  a l K a n te r n e , k a n  m a n  tæ n k e  s ig  d e n  ø v r ig e  D e l i n d d e l t i r e k t a n -  

g u læ r e  E le m e n te r m e d  S id e l i n ie r n e  A x  o g  A y o g l a d e z  b e t e g n e  N e d ­

b ø jn in g e n  a f  h v e r t e n k e l t E le m e n t s M id tp u n k t . F o r  h v e r t a f  d i s s e  n o r ­

m a le  E le m e n te r v i l m a n  d a k u n n e o p s k r iv e  L ig n . ( 2 ) . V e d  H jæ lp  a f  

s æ r l i g e  B e t in g e l s e r , s o m  d e r n æ s t k a n  u d le d e s f o r d e n  D e l a f  P la d e n , s o m  

l i g g e r i N æ r h e d e n  a f K a n te r n e , k a n  m a n  f a a  d e t n ø d v e n d ig e  A n ta l L ig ­

n in g e r t i l B e r e g n in g  a f  P la d e n s  N e d b ø jn in g  i b e s t e m te  P u n k te r .

I S te d e t f o r a t d a n n e  D if f e r e n s l i g n in g e n  ( 2 ) a f  D if f e r e n t i a l l i g n in g e n  ( 1 )  

k a n  m a n  u d le d e  L ig n . ( 2 ) a f L ig e v æ g t s b e t i n g e l s e r n e f o r e t v i lk a a r l i g t  

E le m e n t , n a a r  F o r m f o r a n d r in g e n  u d t r y k k e s  v e d  d e  i n d r e  K r æ f te r  p a a  e n  

b e s t e m t M a a d e . D e t t e  s k a l g ø r e s  i d e l f ø lg e n d e , d e l s  f o r d i d e t h e r a f  v i l

* ) S e  f . E x . O s te n f e ld : Teknisk Elasticitetslære, 1 9 1 6 , S id e  5 0 1 .



§ 1.

Ved Udledelsen tænkes 
hvis Sidelinier er Ax og Ay.

fremgaa, hvilke Tilnærmelser man indfører ved Opstillingen af Diffe- 

rensligningen, dels fordi man af Hensyn til Spændingsbestemmelsen allige­
vel maa kende de Betingelser, som anvendes ved Opstillingen af Diffe- 

rensligningen, idet Spændingerne i Pladen udtrykkes ved Hjælp af disse 
Betingelser.

Pladen inddelt i rektangulære Elementer, 
I Fig. 1 er vist et saadant Element abdc, 

livis Midtpunkt er f. Gennem f er tegnet 
en Linie parallel med x-Aksen og en Linie 
parallel med g-Aksen. Disse to Linier 

indgaar i et System af Linier i to paa 

hinanden vinkelrette Betninger x og y. 

Afstanden mellem de paa æ-Aksen vinkel­
rette Systemlinier er overalt Ax og Af­
standen mellem de paa y-Aksen vinkel­
rette Systemlinier overalt Ay; Systemlinier­

nes Skæringspunkter, Systempunkterne, 
falder i de normale Elementers Midt­
punkter. Belastningen tænkes at virke 

som Enkeltkræfter i disse Systempunkter.

En Ligevægtsbetingelse for Elementet a bdc (Fig. 1) faas ved Pro- 
jektion paa en Linie vinkelret paa Pladen,

(Qba Q)Ay + (Qa — Q.) Ax = P, (3)

hvor P er en Enkeltkraft i Punkt f, og Størrelserne Q betegner Middel- 

værdien al de lodret forskydende Kræfter pr. Længdeenhed i de fire 
Sider af Elementet. Disse lodret forskydende Kræfter kaldes i det føl­

gende Transversalkræfter. Transversalkræfterne Qac og Qab regnes posi- 
tive, naar de paavirker Elementet i samme Betning som en positiv Be­
lastning.

Dernæst betragtes to andre Elementer, nemlig e^ / f, Cg og f 91 9a f.. 

Middelværdien af de bøjende Momenter pr. Længdeenhed i Snittene e1—e9, 
A-f og 91 — 92 kaldes henholdsvis Mxe, Mxf og Mxg. De bøjende Mo­

menter i et Snit regnes positive, naar de i en vandret Plade med Be­

lastningens positive Retning nedad fremkalder Trykspændinger foroven 

og Trækspændinger forneden i Snittet. Middelværdien af de vridende 

Momenter pr. Længdeenhed i Snittene e-fi og e—f kaldes henholds- 

vis Mva og Mpc. Naar Elementerne vælges tilstrækkelig smaa, kan Resul- 

tanten af 1 ransversalkraften i en Sidelinie regnes at angribe i Sideliniens 

Midtpunkt. De vridende Momenter kan derfor regnes al hidrøre ude­
lukkende fra de vandrette Forskydningsspændinger i Snittene. De vri­

dende Momenter langs Siderne af Elementet e ffe E9, der tænkes ud- 

skaaret af en vandret Plade med Belastningens positive Retning nedad, 
regnes positive, naar Forskydningsspændingerne forneden paavirker Ele­

mentet i Retningerne eg — et og ft — et, medens Forskydningsspændingerne 
foroven virker i de modsatte Retninger.x



23 §1.

En Ligevægtsbetindelse for Elementet ex ft f. e, faas ved at tage Mo­
mentet om Linien a — c, som gaar gennem Elementets Midtpunkt. De 
bøjende og de vridende Momenters Bidrag er

(Mxy — Mx) Ay + (Mpc — M.) Ax.

Transversalkraften i Snittet fi — fg, som tænkes lagt umiddelbart til venste 
for Kraften P i Punkt f, giver Momentet

In- Ay- sAx.

Transversalkraften i Snittet e, — Ç, som tænkes lagt umiddelbart til højre 
for en eventuel Kraft i Punkt e, giver Momentet

. Qae Ay 4Ax.
Momentligningen er altsaa

(Mxy Mx) Ag + (Mvc M.) Ar -|- 4 (Qnn + Qee) AxA = 0.

Da Elementet eiffeeg ikke paavirkes af ydre Kræfter, og da Transver- 
salkræfterne i Sidelinierne e—f og e—f kan regnes ensformig fordelte, 
bliver Transversalkraften i Snit a — c lig med Middelværdien af Trans­
versalkræfterne i Snittene e-eg og f — f. Man har altsaa

4(Qnn + Qna) = Que,

hvorved Momentligningen bliver

(Mgy — Mx) Ay + (Mac — M.)Ax = — QeAxAy. ’ (4)

For Elementet ^g^ faas paa lignende Maade

(Mxy — M-)) Ay + (Mud — Mb)Ax = — QauAxAy. (5)

Al Lign. (4) og (5) faas

Oba—Qae =-(Mxe—2Mgy + Mxy L Mia — Mob -Moc + Mad
Ax V Åæ2 T i AxAy

Indføres heri
, Mxy Mxy _ Mxf — Mxe

Mz— 2Mxy+ Mxy_ Ax Ax AaMxy
Ax2Ax - Ax 

og
Md — MDc Mb — Mva

Ma — Mob -- Mc + Mød Ax Ax AM.

AxAy Ay = Ard faas - 809

Qba — Qac __( ABMxy i AzMwy
Ax Ax ZxAy/ (6)
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D a d e v rid en d e M o m en te r, so m  h id rø re r fra d e v an d re tte F o rsky d -  

n in g ssp æ n d in g e r, e r lig e s to re i to p aa h in an d en v in k elre tte S n it, v il 

M id d e lv æ rd ien a f d e t v rid en d e M o m en t i S n it h 1  —  h9 tiln æ rm else sv is  

v æ re lig m ed  M id d elv æ rd ien a f d e t v rid en d e  M o m en t i S n it  e x  —  fi- S æ tte s  

d isse to M o m en ter lig e s to re , faas an a lo g t m ed L ig n . (6 )

Qcd Qab

Ag

A f L ig n . (3 ), (6 ) o g (7 ) faas

(A 2 M 0 1  +  A aM w .
( A y 2  AxAy/

(A2Mx 2 A2M, A M  -  P
4 x 2 AxAy Ay2 AxAy (8 )

L ig n . (8 ) e r en lin eæ r p a rtie l D ifferen s lig n in g a f 2 d en O rd en . D er­

so m  d e b ø jen d e o g d e v rid end e M o m en te r fo r h v e rt en k e lt E lem en t k an  

b es tem m es saa led es , a t L ig n . (8 ) tilfred sstille s , v il d e r v æ re L ig ev æ g t 

m ellem  B elastn in g en o g S n itk ræ fte rn e fo r en v ilk aa rlig D el a f P lad en , 

so m  tæ n k es u d sk aa re t.

V ed O p stillin g a f R ela tio n e rn e m ellem  M o m en te rn e M z, M^ Mv o g  

N ed b ø jn in g ern e z , d e r reg n es p o sitiv e i sam m e R etn in g so m  B elas tn in ­

g en , fo ru d sæ tte s , a t P lad en s F o rm fo ran d rin g u d e lu k k en d e sk y ld es d e  

b ø jen d e o g d e v rid end e M o m en te r.

K ald es P lad en s N ed b ø jn in g i P u n k te rn e e, f og g h en h o ld sv is Z e , 

Zf o g Zg, o g an tag es  Mz o g  Mg a t  v a rie re  re tlin ie t  p aa  S træ k n in g en  e — f — g,

h a r m an

Z e —  2 z / +  z  _ A 2 z
A x 2 A x 2

1
EI (Mx M y ),

o g an a lo g t h e rm ed
A z  1
— - = ---- — (Mx — uM.).
Ay2 EI y

(9 )

1 d isse L ig n ing e r in d fø re s Mz o g My m ed  d e i P u n k t  / ' g æ ld en d e  V æ rd ier.  

F o rm fo ran d rin g en a f e t E lem en t ikfe p aa G ru n d a f d e t v rid en d e  

M o m en t M„ k an reg n es a t h id rø re fra e t o v e r h e le E lem en te t en sfo rm ig  

fo rd e lt v rid en d e M o m en t Møa, h v o r Mpa e r d e t v rid end e M o m en t i E le ­

m en te ts M id tpu n k t.

F o r e t b es tem t P u n k t a f en v an d re t P lad e k an d e b ø jen d e o g d e  

v rid en d e M o m en ter i to v ilk aa rlig e lo d re tte , p aa h in an d en v in k e lre tte  

S n it u d try k k es v ed d e b ø jen d e M o m en te r Mx o g  My o g d e t v rid end e  M o ­

m en t Mv p aa lig n en d e M aad e , so m S p æ n d in g e rn e i to p aa h in an d en  

v in k e lre tte S n it v ed en p lan S p æ n d in g s tils tan d k an u d try k k es v ed N o r­

m alsp æ n d in g ern e G æ o g Ö y o g F o rsk y d n in g ssp æ n d in g en  T * ). L ig n in g ern e  

k an i b eg g e T ilfæ lde u d led es p aa sam m e M aad e o g b liv e r d e rfo r n ø j­

ag tig d e sam m e .

* ) U d led e lsen a f d isse L ig n in g e r f in d es i O sten fe ld : Teknisk Elasticitetslære, 1 9 1 6 , S id e  

6 6 . U d led e lsen a f d e tilsv a ren d e R ela tio n e r m ellem  d e b ø jen d e o g d e v rid en d e M o ­

m en te r f in des f . E x . i Â rp àd N åd ai, Die Formänderungen und die Spannungen von 

rechteckigen elastischen Platten, B erlin , 1 9 1 5 , S id e 6 .
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N a a r  m a n  v e d  e n  p l a n  S p æ n d i n g s t i l s t a n d  h a r  r e n  F o r s k y d n i n g  m e d  

F o r s k y d n i n g s s p æ n d i n g e r n e  T  i  S n i t  p a r a l l e l l e  m e d  K o o r d i n a t a k s e r n e ,  s a a  

v i l  d e r  i  d e  S n i t ,  s o m  d a n n e r  V i n k l e r  p a a  4 5 °  m e d  K o o r d i n a t a k s e r n e ,  

o p t r æ d e  N o r m a l s p æ n d i n g e r ,  h v i s  S t ø r r e l s e  e r  0 1 = t  o g  0 9 = — T .  1  S t e d e t  

f o r  a t  u d t r y k k e  F o r m f o r a n d r i n g e n  v e d  F o r s k y d n i n g s s p æ n d i n g e n  k a n  m a n  

d a  u d t r y k k e  d e n  v e d  N o r m a l s p æ n d i n g e r n e  0 x  o g  0 2 .  P a a  s a m m e  M a a d e  

k a n  d e n  F o r m f o r a n d r i n g  i  P l a d e n ,  s o m  h i d r ø r e r  f r a  d e t  v r i d e n d e  M o m e n t  

M., u d t r y k k e s  v e d  t o  b ø j e n d e  M o m e n t e r ,  n e m l i g  e t  b ø j e n d e  M o m e n t  

Mx> = M, i  e t  S n i t ,  h v i s  N o r m a l  h a l v e r e r  V i n k l e n  m e l l e m  x - A k s e n s  o g  

g - A k s e n s  p o s i t i v e  R e t n i n g e r ,  o g  e t  b ø j e n d e  M o m e n t  My = — Mø i  d e t  

h e r p a a  v i n k e l r e t t e  S n i t .

I n d e n f o r  G r æ n s e r n e  a f  E l e m e n t e t  ikfe 

( F i g .  2 )  t æ n k e s  u d s k a a r e t  e t  l i l l e  k v a d r a t i s k  

E l e m e n t  Imon, h v i s  S i d e l i n i e  e r  s .  I d e t  N e d -  

b ø j n i n g e n  zp i  d e t t e  E l e m e n t s  M i d t p u n k t  e r  

Z p = A 1 + 2 2 ,  l i v o r  Z 2  e r  d e n  D e l  a f  N e d b ø j n i n g e n ,  

s o m  s k y l d e s  M. o g  M i n d e n f o r  G r æ n s e r n e  a f  

E l e m e n t e t  Imon, m e d e n s  z 1  e r  h e l e  d e n  ø v ­

r i g e  D e l  a f  N e d b ø j n i n g e n ,  k a n  d e  b ø j e n d e  

M o m e n t e r  Mz o g  My u d t r y k k e s  v e d  N e d b ø j ­

n i n g e n  a f  d e t t e  E l e m e n t s  H j ø r n e r  o g  M i d t e  v e d  f ø l g e n d e  L i g n i n g e r

h v o r a f

D a

f a a s  a l t s a a

z  —  2 z 1  —  z  M x  . M g ’ 1  M „

; +uEl = — (1 + 1) ET 7 2 /
E m — 2 z 1  + z n My Mx ,

— = — r +  u  ir =  +  ( 1  +  u ) ,  

( s y ] ) " E I LEI

~1 Zm Z n  —  2 o  / ,  I

El

Zt Zm ~n +  Z o  Zt A x  — Z e  + . Z r  A 2 z

s 2  AxAy AxAy‘

A2z 

AxAy (1+1) EI
( 1 0 )

A f  L i g n i n g e r n e  ( 9 )  o g  ( 1 0 )  f a a s

A 2 :  A z

My = — EI- 1-2
1 —  u  2

A 2 z A 2 z

9 + u 9
( 1 1 )

o g  v e d  D i f f e r e n t i a t i o n

A 2 z

M — ET AxAy
1  +  u
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A3Mx _ or Ax1UAxaAy
A 9 — —  ET ------ - ----- ,------ 2

Ax2 1— u2

A4z , Az  
AM, . Ayi ZxzAys 

Ay2 1— u2

Az
A3 M, _ Ax2Ay2

AxAy - 1 + 1 ‘

(12)

som ved Indsættelse i Lign. (8) giver

A4z Aiz 1 A4z 1 — u 2 P

Ax4 Ax2Ay2 Ay4 EI AxAy (13)

fleste Tilfælde kan Beregningen udføres ved Anvendelse af kva­

dratiske Elementer med Sidelinie Az = Ay =  X. 

Idet Nedbøjningen i Systempunkterne (c, 1), 

(c, 2)- - - kaldes C1, Cg • • • (Fig. 3), faas for det 

punkterede Element, livis Midtpunkt er (e, 3):

I de

Fig. 3.

A4
7  X4 = =€1 —  4e, + 6e2 —  4e4 + e5, Ax4 1 28  4 1 52

—2d,—4d,+2d

2Ax2AyP4 4e2 +8eg 4e4

+2f — 4fs +2f.

A434= 
Ay*

+cs '
-4d 3

+6e

—4f

+9s )
Af Lign. (13) faas altsaa for Elementet ved Punkt (e, 3)

(14)

Differensligningen (13) eller (14) er altsaa en Ligevægtsbetingelse for 

det Element, hvis Midtpunkt er (e, 3). For Kortheds Skyld kaldes den 

Ligningen for Punkt (e, 3).
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I m ange T ilfæ lde kan m an opnaa en L ettelse i B eregningen ved at 
indføre

+  C +d
+ dx — 4d, +  d, =  D., + et — 4e9 +  e  =  E, o. s. v. (15)

+  e3 +  f  )

H erved bliver L igningen for Punkt (e , 3)

+  D s

+  E 2 —  4E g +  E l

+  Fx

X 2

E l (16)

§ 2. Exempel, Plade understøttet i enkelte Punkter.

Kvadratiske Felter.

Som E xem pel beregnes N edbøjn ingerne og de bøjende M om enter i 

en Plade, som er kontinuerlig over uendelig m ange Fag i begge R et­

ninger og understø ttet i enkelte Punkter, beliggende i R æ kker, hvis R et­

ning er parallel m ed K oordinatakserne, og  

hvis A fstand overalt er I. Fig 4 viser et en ­

kelt Felt af en saadan Plade. Paa Pladen  

tæ nkes virkende en ensform ig fordelt B elast­

ning p pr. A realenhed over alle Fag.

System lin ierne c, d, e. sam t 0, 1, 2

•• ind læ gges m ed A fstanden X  =  |I. B e­

lastningen regnes i hvert System punkt at væ re  

P=p\2. R eaktionen i Punkt (c , ()) er 36  P , 

m en da B elastn ingen P ogsaa virker i dette  

Punkt, bliver den K raft, som paavirker Pla­

den i Punkt (c , ()) lig —  35 P .

V ed B eregningen af N edbøjn ingerne anvendes L ign. (16), som  op- 

skrives for fø lgende 10 System punkter. D e øvrige Punkters N edbøjn ing  

bestem m es ved Sym m etrien .

Punkt  (c , 0) —  4C 8+4C 0  =—35(1—u8)PX4,
W E I’

(c , 1) C 0-4C 1+ C . +  2D , 1 » »

(c, 2) C1 4C 2+ C g +2D , E 1 » »

(c , 3) 2C 2-4C 1 » »

(d , 1) 2C , — 4D  +2D , — 1 » »

(d , 2) C + D1—4D,+ D  + E , 1 » »

(d , 3) C g +2D . -4D  +  E g 1 » »

(e , 2) 2D, — 4E ,+2E  = 1 » »

(e , 3) D 0+2E 2 — 4E + Fx= 1 » »

.3 ) D . 4E ,—4F , = 1 » »

D en ene af disse L igninger kan udledes af de 9 andre. M an kan

derfor ikke linde de 10 ubekendte af disse L igninger, m en finder for
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hver af de 9 et U dtryk, hvori den 10ende indgaar. D a K oefficienterne 

til de nbekendte er sm aa og hele Tal, udføres Løsningen sim plest ved  

efterhaanden at elim inere Fa, Eg,Eg ■ - • -, hvorefter m an linder

1 -- 12 DX4
C1 =  Co —  1225 . L  - PX , 

1 0 140 El

C. = Co — 1684  » »  ,

Cg = Co — 1809  » » ,

D1 = Co — 1538  » » ,

D  =  Co  —  1781 » »,

D, = = Co —  1864  » » ,

Eg = Co — 1898  » » ,

Ex =  Co —  1945  » » ,

Fa =  Co  —  1980 » ».

Indføres disse V ærdier i Ligningerne (15), faas

Punkt  (c, 0)— 4c0+4ct . =C0

(c, 1) C0-4c1 + C2 +2d, ==  C1=C0 —1225  .
140 El

(c, 2) Ct—4c,+ cs +2d, == C9=  C0—1684 » »

(c, 3) 2c2— 4c3 +2d, =  C. =  C0—  1809- » »

(d,1) 2q  —4d,+2d, ' ==  D ,=  C  —  1538 »  »

(d,2) Cg + d - 4dg+ d§+ eg = D.=Co— 1781- » »

(d,3) Cg +2d,—4d % +  e  =D.=C0 — 1864- » »

(e, 2) 2d. —4e,+2e  =  E.  =  C, —  1898 » »

(e,3) d  +2e,—4e + få =E8=C0—1945- »

(f, 3) dg 4eg 4/3 =Fg=C0— 1980- » »

Sættes c0 =  0, idet U nderstøtningerne forudsættes at være faste, kan  

m an af disse 10 Ligninger linde C0 og N edbøjningerne C1, Cg • • • i de 

9 System punkter.

D a K oefficienterne til CO , ct , cg .  i disse Ligninger er de sam m e  

som de tilsvarende K oefficienter til C0, C1, Cg • • • • i de forrige Lignin­

ger, og da Elim inationen saaledes allerede er udført for Ligningernes 

venstre Side, bliver Løsningen forholdsvis let at udføre. M an finder

1 —  u  2 »X 4
C0 == 1679,5 - 140 El

og Co =  0,

Cl =  117565 -
1 —  u2  

39200

pX 4

■El ’

c2 =  232504 » »
2

6  =  276669 » »

^  = 182508 » » ,

d  =  267261 » »

de =  302704 » » ,

eg =  322908 » »

es =  347965 » »

^ =  369000 » »
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Dernæst findes de bøjende Momenter Mx ved Hjælp af Ligningerne (11).

Beregningen af 3 er opstillet i nedenstaaende Tabel.

(c,0) (c,1) (c,2) (c,3)

z =

Az 

Ax 

△ »z _

0 117565 232504 276669

117565 114939 44165

235130 —2626 —70774 —88330

1 — p2 pX4 

39200 EI 

» p\3 

El 

pX2

Ax- EI

(d,0) (<1,1) (d,2) (d,3)

117565 182508 267261 302704

64943 84753 35443

129886 19810 -49310 —70886

1—2 pX4

Ax

A2z _

39200 EI

» pX3 

El

Axs ‘ El

(e,0) (e,1) (e,2) (e,3)

232504 267261 322908 347965

34757 55647 25057

69514 20890 -30590 . -50114

1—12 pX4

Az _ 

Ax 

Aaz

Ax2

39200 El 

pX3 » ---
El 

p)2 
‘ El

(f,0) (1)1) ((,2) (1,3)

276669 302704 347965 369000

26035 45261 21035

52070 19226 —24226 -42070

1—u2 pX4
z = =

Az 

Ax 
A2z _ 

4x2

39200 EI 

, p\3 

El 

, p\2 El

A2z ’ A2z
9 er ikke beregnet, men lindes af ved Symmetrien om en Diagonal.

Ax2

Nedbøjninger.

I de følgende Tabeller er opstillet de fundne Værdier af Nedbøj- 

ningerne og de bøjende Momenter Mx, idet der er indført X = èI.

0 1 2 3

c 0 0,00231 0,00458 0,00545
(1 -p2) pe 

XEI
d 0,00231 0,00359 0,00526 0,00596 » »

e 0,00458 0,00526 0,00636 0,00685 » »

f 0,00545 0,00596 0,00695 0,00726 » »
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Momenter Mx.

0 1 2 3

d 

e 

f

—0,1666 — L.0,1666 

—0,0920 + u. 0,0019 

—0,0493 + u.0,0501 

-0,0369 + u.0,0626 

+0,0019 — u.0,0920 

—0,0140 — u . 0,0140 

—0,0148 + L.0,0349

—0,0136 +u.0,0502

+ 0,0501 - u .0,0493 

+0,0349 - u . 0,0148 

+0,0217+ 1.0,0217 

+ 0,0172 + 1.0,0355 

+0,0626- u. 0,0369 

+0,0502-^.0,0136

+0,0355+^.0,0172 

+0,0298+ u.0,0298

pl2

Summen af Momenterne Mx i Systemlinierne 0, 1, 2 og 3 gennem

et helt Felt kaldes henholdsvis Mx,0, Mx,1, Mx,2 og M Disse Størrel­
ser er uafhængige af u, idet Summen af de Led, hvori u indgaar, er Nul.

(/-u3) p/å 
/000 'EX

Fig. 5b.
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M an finder

M x,0 = — (235130+2-129886 +2-69514+52070)  •  = D Z A , 
636.39200  432  

M x. ! = —(— 2626+2. 19810+2-20890+19226)-  I . pre  ==  5  pl3 , 

76 36.39200  4321

Mx 2 = (70774 +2. 49310  +2  3059024226) 13  P ,  

Y an  1 7  6 36-39200 4321

Ms, = (88330 +2. 70886  +2:50114-+42070):=19  22.

6 36-39200  4321

D isse V æ rdier af M x,0, Mx,1, M x, 2 og Mx,3 vilde m an ogsaa finde  

i Pladen , dersom  denne var understø ttet af stive B jæ lker, hvis indbyrdes  

A fstand er l, og af hvilke den ene er beliggende i System lin ie 0, idet 

B elastn ingen tæ nkes at virke i System lin ierne 0, 1, 2 og 3 m ed % pl pr. 

L æ ngdeenhed i hver.

D e bøjende M om enter My findes af Mz ved Sym m etrien om en D ia­

gonal.

D e beregnede N edbøjn inger er afsat i Fig . 5  a. V ed H jæ lp af de  

herved fundne N edbøjn ingskurver i System lin ierne c, d, e og f er N i­

veaukurverne ind tegnet i Fig . 5  b. M an ser, at den nedbøjede Plade i 

N æ rheden af U nderstø tn ingerne har Paraplyform , i N æ rheden af Feltets 

M idte Skaalform , m edens den i U nderstø tn ingsræ kkerne i N æ rheden af 

M idtpunkterne m ellem U nderstø tn ingerne har Sadelform .

§ 3. Hovedmomenter; vridende Momenter i Systempunkterne; 

Transversalkræfter.

Som næ vnt i § 1 kan de bøjende og de vridende M om enter i Snit 

gennem sam m e Punkt af Pladen udtrykkes ved lignende R elationer som  

N orm alspæ ndingerne og  Forskydningsspæ ndingerne i Snit gennem  sam m e  

Punkt af et L egem e, som er i en plan Spæ ndingstilstand . V ed en plan  

Spæ ndingstilstand findes H ovedspæ ndingernes Størrelse og H ovedsnitte ­

nes R etning sam t største Forskydningsspæ nding  af de bekendte L igninger:

Største H ovedspæ nding o  =  *  (ox +  o2) +  |1 (o , —  O x)2 +  4t2 . 

M indste » 0  =  4  (o  + ox) — 1(o ,— og)8 + 4t.

R etningen bestem m es ved tg 2 a = ——----
b  9 O x —  O y  

hvor a er V inklen m ellem

æ -A ksen og  N orm alen til det H ovedsnit, hvori ö x optræ der, og hvor m an  

til B estem m else af den rig tige V æ rdi af a har, at a ligger i 1ste K va­

drant, naar r er positiv , og i 2den K vadrant, naar r er negativ .

Største Forskydningsspæ nding

U m ax =4  (o-  ".)  =  ^(^  —  O .)2 +  4r2 .

Paa sam m e M aade har m an:
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Største H ovedm om ent Mt — ^(Mg +  M 2) +  ; 1(My

M indste » M2 =  1(M , +  Mx) -  1 y(My

Mx)3 +  4M *.I 

M^+AM;.I
(17)

tg  2a =
2M, 

M,:- My‘ (18)

hvor a er V inklen m ellem  æ -A ksen og N orm alen til det H ovedsnit, 

hvori Mr optræ der, og hvor m an til B estem m else af den rig tige V æ rdi 

af a har, at a ligger i 1ste K vadrant, naar Mv er positiv , og i 2den K va­

drant, naar M„ er negativ .

H ar m an først fundet a, kan M± og M2 ogsaa findes af L igningerne

Mr = Mx 4- Mv tg  a, 1

■ M2 = My — M xtga. / (19)

Største vridende M om ent

MD max — ^ (Ml M2)— 4Y(My— Mx) + 4M3, (20) 

der optræ der i de Snit, som danner V inkler paa 45° m ed H ovedsnittene.

For at kunne beregne H ovedm om enternes Størrelse og H ovedsnit­

tenes R etning i et bestem t Punkt af Pladen, m aa m an altsaa kende Mx, 

My og Ma i dette Punkt. V ed den i § 1 angivne Frem gangsm aade finder  

m an Mx og My i System punkterne, m edens Mv findes som en M iddel­

væ rdi af det vridende M om ent i de E lem enter A æ  A y, hvis H jørner fal­

der i System punkterne. For det i Fig. 1 viste punkterede E lem ent 

abdc finder m an saaledes Mx og My i Punkt f, m edens M iddelvæ rdien 

af det vridende  M om ent i E lem entet ikfe kan regnes at optræ de i Punkt a. 

Som en tilnæ rm ende V æ rdi af det vridende  M om ent i Punkt f kan m an  

indføre  M iddelvæ rdien af de vridende M om enter i Punkterne a, b, c og d. 
N aar m an for Punkt (e, 3) i Fig. 3 beregner det vridende M om ent paa  

denne M aade, faas

—El d2 -d-f +f EI A 2z

4X 2 (1 +  p) 1+  p  A (2x)  A  (2y) (21)

E n bedre T ilnæ rm else opnaar m an ved K onstruktion af M „-Fladen, 

som  bestem m es ved V æ rdierne af M0 i M idtpunkterne af de E lem enter, 

liv is H jørner ligger i System punkterne. I Fig. 6 er vist en saadan  K on ­

struktion af M ø-Fladen for den i E xem plet i § 4 behandlede Plade.

Ifø lge L ign. (4) er M iddelvæ rdien af T ransversalkraften pr. L æ ngde- 

enhed i Sidelinien a—c af E lem entet a bdc (F ig . 1) bestem t ved

Mxf —Mxe Mpc — Mba AM, AM

Ax Ay Ax

AL- A3:

Mx Aæ3 HAxAyP

A g

A f L ign. (11) faas
A r  - E T 1  — 2 •

A3

AM ET AxAy2 

Ay 1 1  +  P
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Idet Qx betegner Transversalkraften pr. Længdeenhed i Snit vinkelret 

paa w-Aksen, har man altsaa

A&E  i  Az Aa \ A3 ( A8z 
0_ AM 2 AM, (Ax3 1AxAy .AxAy3 Ax8 +AA, 
0  Ax A  1-p21+p/-E  1 3  (22)

I Fig. 3 skæres Linie e af en af det punkterede Elements Sidelinier 

midt imellem Linierne 2 og 3. Kaldes Transversalkraften pr. Længde- 

enhed i denne Sidelinie Q. (e,2,3), faas altsaa

hvor 

og .

hvoraf

Indføres

faas

A3z A3z

Qx(c,2, #) =  EI Ax3 AxAy3

1—u2‘

A%
As5 =-e + 3e9  Beg +  eis ‘

_ ) 3 — 
Axly2

— d x +  dg 

+ 2e, —  2e,

Qæ (e,2, 3) —

heri fra Lign.

—dy

—  e1 + 5e2 

‘ 72

(15)

El

X3  (1 —  u2
(23)

d2

et —  4e, +e  
f
/2

=  E2

dg 

°g e  —  4e +q
f
73

Qx (e,2,3) —  EI T 2 (24)

+  d

— 5eg + :

=  Ex

For de tre andre Sidelinier i Elementet faas de analoge Udtryk

Q= (e,3,4) = EI 2(1127
ÀS (1 — 12)

o  TNT Es — D
Qy (3, d, e) —  EI 31  ,

A3 (1 -- u2

Ug (3, e, f) ET X8(1 1,2
Å — 12)

§4. Exempel. Vridende Momenter, Hovedmomenter og Trans- 

versalkræfter i den i § 2 behandlede Plade.

Ved Anvendelse af den sidste af Ligningerne (11) findes M iddelvær- 

dien af de vridende M omenter i de kvadratiske Elementer, hvis Hjørner 

falder i Systempunkterne. For det Element, som begrænses af Linierne 

d, e, 2  og 3 (Fig. 4), faas saaledes

N. J. Nielsen : Spændinger i Plader. 3
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nr _ AxAy _

1 + u

dg da_ e2 + es

X2(1 + 1)

Med de i § 2 fundne Nedbøjninger

1 — u z pX4 
d, - 267261 39200 • El’

d, = 302704 » » , 

02 = 322908 » » , 

e8 = 347965 » » ,

faas altsaa 
Mv = — (267261 — 302704 — 322908 + 347965) - 39200 • pX3 

= + 10386.1 L PX 8. 
1 39200 A

Indføres heri 1=14, faas

M, = + 0,0074 (1 — p) pt.

Denne Værdi af det vridende Moment regnes at optræde i Midt­

punktet af det Element, som begrænses af Linierne d, e, 2 og 3. 

Da man allerede i § 2 har beregnet An udføres Beregningen af 

Az
A2z Ax, , , T . 4z 1 LT 

- —-— =  lettest ved at danne Differenserne af med Hensyn 
Ax Ay Ay . Ax 

til y. For det betragtede Element faas da 

som indsættes i

A Az 
AAx 1—u2 p)2 
L = (25057 — 35443) - 20900 17
Ay X 39200

Az
EI Ax

M. = — . ——
1 +p Ay 

hvorved man finder den ovenfor angivne Værdi af Mp.

Paa lignende Maade findes de øvrige af de i hosstaaende Tabel an­

givne Værdier af Mø.
Vridende Momenter M„.

+ 0,0373 + 0,0214 + 0,0062 (1 — p) pl2

, 0,0214 + 0,0206 + 0,0074 » »

+ 0,0062 + 0,0074 + 0,0029 » »
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Ved Anvendelse af disse 

(Fig. 6), og man linder herved
Værdier af Mv er M-Fladen konstrueret 

Værdierne af Mv i Systempunkterne.

onsfruh fron 

of M, Flade

0
0
3
3

Fig- 6.

Ved Ligningerne (18) og (19) lindes dernæst Hovedsnittenes Retning 
og Hovedmomenternes Størrelse.

For Punkt (d, 2) faas saaledes af Konstruktionen i Fig. 6

M. = + 0,017 (1 — p) pl2.

Vinklen mellem x-Aksen og Normalen til det Hovedsnit, hvori det 

største Hovedmoment M1 optræder, bestemmes ved

tg 2 a = 2 M.
Mx My

2-0,017 (1 — u) pl2
- -------------— -------- — — _____ — 068
(0,0349 + 0,0148) (1 — u) pl2 - 0,68.

Mx og Mg er heri indført

Man linder herved
med de i § 2 fundne Værdier.

C
f 17 0

1070

Da Mø er positiv, maa » ligge i 1ste Kvadrant, hvorfor a = 170.

Største Hovedmoment M1 = Mx + Mv tg a

= [0,0349 — u • 0,0148 + 0,017 (1 — p) tg 170] pl.

= (0,0401 — p • 0,0200) pl2.

Mindste Hovedmoment M2 = My — Mv tg a

= [— 0,0148 + p-0,0349 — 0,017 (1 — p)tg 17 0]pl2

= (— 0,0200 + p-0,0401) pl2.

Paa samme Maade udføres Beregningen for de øvrige Systempunkter. 

Resultaterne er opstillet i omstaaende Tabel.

3*
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. ------
0 . 1 2 3

0 0 0 0
Mø 

a
ubestemt 0 0 0

C

M, -0,1666—1. 0,1666 +0,0019— p . 0,0920 +0,0501—1. 0,0493 +0,0626-p. 0,0369 pl2

-0,1666-1. 0,1666 —0,0920+p. 0,0019 —0,0493+p . 0,0501 -0,0369+p. 0,0626 »

0 +0,0330 +0,0170 0 (1 - P) pl3
Mø 

a 90° 45° 17° 0

d 
M, +0,0019—1 0,0920 +0,0190-p.0,0470 +0,0401-1. 0,0200 +0,0502-p.0,0136 pl3

M* -0,0920+p. 0,0019 —0,0470+p. 0,0190 —0,0200+p. 0,0401 —0,0136+p. 0,0502 » 
_____

0 +0,0170 + 0,0100 0
Mø 

a 90° 73° 45° 0

e 
M, +0,0501—p . 0,0493 +0,0401-p. 0,0200 +0,0317+p. 0,0117 +0,0355+p.0,0172 pl2

M 412
-0,0493+p. 0,0501 —0.0200+p. 0,0401 +0,0117+p. 0,0317 4-0,0172+p.0,0355

*

>
8 0

90°

0

90°

0

90° ubestemt

f 
M, +0,0626 —1 .0 ,0369 +0,0502-p. 0,0136 +0,0355 + 1. 0,0172 +0,0298+p. 0,0298 pl2

M,
-0,0369+p. 0,0626 —0,0136+p. 0,0502

' +0,0172+p. 0,0355 +0,0298 +1. 0,0298

I Fig. 7 fremstiller de fuldt optrukne Kurver 
Retningen af Normalen til de Hovedsnit, hvori de 
største Hovedmomenter M, optræder, medens de punk­

terede Kurver angiver Retningen af Normalen til de 
Hovedsnit, hvori de mindste Hovedmomenter Mg 

optræder.-
Langs en Diagonal optræder Hovedmomentet 

i Snit vinkelret paa Diagonalen og Hovedmomentet 
M> i et Snit, som indeholder Diagonalen. M1 og Mx

er for u = 0.2 i Fig. 8 fremstillet langs en Diagonal.

Kaldes Diagonalens Længde d, ses det, at M. 

Afstanden ca. % d fra Understøtningerne, medens Me 
Afstanden ca. 1d fra Understøtningerne.

skifter Fortegn i 

skifter Fortegn i
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T ransversalkræ fterne i den i Fig . 4 viste Plade kan beregnes ved  
A nvendelse af L igning (24). M an finder f. E x. T ransversalkraften i et 
Snit A — A (F ig . 9) parallelt m ed g-A ksen og beliggende m idt im ellem  
L inierne 1 og 2 ved at indføre de i § 2 fundne C 1, C 2, D1 D4 o. s. v., 
hvor m an paa G rund af Sym m etrien om D iagonalen liar Et = I)2, 
F -  D 3 O g F. = Eys

C. — C, pÀ - 
1 2) =  EI —  1  =  (—  1684 +  1225) P =  —  459  P— X 8  (1 —  13) \ F 140  140

• o YD.—D, _, R O R S p\ _X PX  Q E ((1 ,3) A  (1  —  B ) ( 1781 F  1538)  140  218  140
F __ F  D X D X  

Q x(e,1,2) =  E L  L  =  (—  1898 +  1781)  D  =  —  117
X X 3  (1 —  u2) 140  140

0=  E I7  5  =  (-1015  + 18610 7  -  81  C o

Sum m en af T ransversalkræ fterne i det betrag tede Snit gennem  lie le  

Feltet er
(0x(c, 1,2) +  20x (d, 1, 2 +  20æ  (e, 1,2) +  Qx(f, 1,2) À  

= —  (459  + 2.243  +  2-117+  81 P  =  —  9p)8 ,

der netop er lig m ed den D el af B elastn ingen , som er beliggende m el­
lem  Snittene A— A og 3— 3. D a T ransversalkraften er N ul i Snittene  
c— c, i—i og 3— 3, ses um iddelbart, at dette m aa væ re T ilfæ ldet.

§ 5. Forskellige Relationer mellem Momenterne og Nedbøjningerne.

V ed den i § 1 angivne O pstilling af D ifferenslign ingen (13) udtryk ­

kes N edbøjn ingen ved de bøjende og de vridende M om enter ved H jæ lp  
af L igningerne  (9) og  (10). M an opnaar lierved den angivne sim ple Form  

fo r D ifferenslign ingen , og i de fleste T ilfæ lde vil denne L igning give til­
stræ kkelig nøjag tige R esulta ter.

For det vilkaarlige System punkt  

(F ig . 10) er L ign . (9)

A 2z  1 r ,
A x2  —  —  EI (Mæ(e,2) - kMy(e,2)),

Aaz 1
Ay2 = EI (Mgçe, 2) gMze 2).

Fig . 10.

V ed O pstillingen af den første af 

L igninger er det forudsat, at M om enterne  

Mz og M varierer retlin iet paa Stræ kningen 

(e , 1)— (e , 2)— (e , 3). E n større N øjagtighed

vil m an opnaa ved at forudsæ tte , at Mz og My varierer retlin iet paa hver 
af Stræ kningerne (e , 1)— (e— 2) og (e , 2)— (e , 3), m edens der godt kan
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væ re K næ kpunk ter i M om entku rverne i P unk t (e , 2). M an finder 

herved

A as  =  —  1 ((M ze,1- pM gie,1)  + 3(M æ (e,2 )-peMue, 2)  +  *  (M xe,s)-  pM g(e ,s)],
A x2 EI 6

A zz _1  
Ay El

[^lytd^—pM^d^  ̂ 20) +  %  (My(ry2)—uMa(r. 2))].

(25 )

L ign ingerne (25 ) ud trykker sam m en m ed L ign . (10 ) S am m enhæ ngen  

m ellem  N edbø jn ingerne og de bø jende og de vridende M om enter. M an  
finder ikke herved nogen sim pel R ela tion m ellem  N edbø jn ingerne og  

B elastn ingen , saa ledes som  ved L ign . (13 ). F or hvert af E lem enterne  

A x-A y , hv is M idtpunkter fa lder i S ystem punk terne , m aatte m an da  

opsk rive L ign . (8 ), L ign . (10 ) og de to L ign inger (25 ). F or hvert E le­

m ent faar m an a ltsaa 4 L ign inger, og da der til hvert E lem ent svarer  

4 ubekend te , nem lig M x, M , M  og N edbø jn ingen 7 , v il m an herved faa  

det tils træ kkelige A ntal L ign inger til B estem m else af de ubekend te . D a  

der i hver af L ign ingerne (25 ) indgaar 3 ubekend te N edbø jn inger og 6  
ubekend te M om enter, b liver d isse L ign inger im id lertid re t besvæ rlige a t 

behand le .
I den fø rste af L ign ingerne (25 ) indgaar My m ed F ak to ren M , som  

a ltid er m indre end 4 . M an v il derfo r ikke begaa nogen sto r F ejl ved  

i den fø rste L ign . (25 ) a t regne Mg (e . 1) +  My (e, 3) =  2  Mg (e, 2) og i den an ­

den L ign ing paa lignende M aade a t regne Mx (a , 2) +  M x un , 2) =  2  Mx (e , 2)- 

H erved faas

A 2z  1 /1  1  21  1 1  1  M
- —>= -----(Mx(e, 1) + 3 Mx (e,2) f  € Mx (e,3) U M y  (e ,2 )),

- ET 8 (26 )

A 2z  1  1 2  V  nM )
-   5  =  ------T  (À  Ml) (d, 2) +  3  My (e, 2) T  €  My(f, 2) U M x  (e , 2)) ’
A y2  EIS

L ign . (26 ) er noget sim p lere end L ign . (25 ), m en m an laar ogsaa her 4  
übekend te fo r hvert E lem ent, og B eregn ingen b liver derfo r vanskelig a t 

udfø re , m edm indre P laden deles i m eget sto re E lem en ter, hvorved den  

tils træ b te N øjag tighed igen v il gaa tab t.
F or de fleste af P ladens S ystem punk ter, hvor M x-og My varierer  

jæ vn t, v il m an m ed tils træ kkelig  N øjag tighed kunne  anvende  L ign ingerne  

(9 ). K un hvor der findes skarpe K næ k i M x- og M -K urverne , som  

f. E x . ved kon tinuerlige P lader, understø ttede af B jæ lker i R etningerne  

x og y , v il m an af H ensyn til den stø rre  N øjag tighed m ed  F ordel kunne  

anvende L ign . (25 ) e lle r L ign . (26 ) fo r de E lem en ter, hvor K urverne har  

deres K næ kpunk ter.
E nten m an nu ud trykker S am m enhæ ngen m ellem  N edbøjn ingen og  

de bø jende M om enter ved L ign ingerne (9 ), (25 ) e lle r (26 ), opnaar m an  

ved L ign . (8 ), som  i a lle T ilfæ lde m aa væ re tilfredsstillet, a t en v ilkäar-  

lig D el af P laden , som  tæ nkes udskaare t, v il væ re i L igevæ gt. V ed en  

passende Inddeling i E lem en ter sik rer m an sig herved , a t F ejlen ved
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den angivne Fremgangsmaade altid ligger indenfor saadanne rimelige 

Grænser, som ved den praktiske Anvendelse til Spændingsbestemmelse 

ikke bør overskrides.

De Værdier af de bøjende og vridende Momenter, som findes ved 
Beregningen, og de Spændinger, som herved bestemmes, angiver Middel­
værdien af Momenterne og Spændingerne paa Strækningerne La og Ay. 
I Nærheden af Enkeltkræfters Angrebspunkter optræder lokale Spæn­

dinger, som kan blive større end de beregnede. Dette Forhold vil imid­

lertid sjældent have større Betydning, da Kræfterne sædvanlig angriber 

Pladen paa et Areal af en saa stor Udstrækning, at de lokale Spændin­

ger ikke vil blive farlige.

§ 6. Kantbetingelserne ved Plader, som er simpelt understøttede 

eller fri langs Kanten.

Ved de i § 1 opstillede Ligninger har den Del af Pladen, som ligger 

i Nærheden af Kanterne, ikke været behandlet, og ved de gennemregnede 
Exempler forudsattes Pladen at strække sig uendelig langt i begge Ret­
ninger. Den Del af Pladen, som ligger i Nærheden af Kanterne, ind­
deles ogsaa i Elementer, og for disse Elementer opstilles særlige Be­

tingelser. Pladens Kanter forudsættes at staa vinkelret paa hinanden, 

og Systemlinierne tænkes fortsat helt ud til Kanterne al Pladen, saaledes 

at de yderste Systempunkter (c, 0), (c, 1), (c, 2) - (c, n 1), (c, n), 

(c, n + 1) • • • • og (c, 0), (d, 0), (e, 0) • • ■ • (Fig. 11) ligger i Kanterne.

y
Pig, 11.

Langs med Kanterne tænkes Pladen begrænset af Flader, som staar vin­

kelret paa Pladens Plan. Det forudsættes, at der ikke virker vandrette 

Forskydningsspændinger i disse Flader, og at man altsaa langs Pladens 

Kanter har Mw = O. Endvidere forudsættes Mx = 0 i den Kant, som er 

parallel med g-Aksen og My = O i den Kant, som er parallel med æ-Aksen. 

Med Hensyn til Understøtningerne forudsættes blot, at de tillader Pladen 

frit at dreje sig, men at de forøvrigt efter Omstændighederne kan være laste 

eller mere eller mindre eftergivelige. De eneste ydre Kræfter, som paavirker 
Pladen langs Kanten, vil da være Belastningen og Reaktionen, der begge
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er vinkelrette paa Pladens Plan og regnes at optræde som Enkeltkræfter, 
der angriber Pladen i Systempunkterne langs Kanten. Dersom Pladen 

er fri langs Kanten, bliver Reaktionen 
Nul, og Pladen paavirkes i de yderste 
Systempunkter kun af Belastningen.

I Fig. 12 ligger Punkterne e, a, f, b 
og g i Kanten af Pladen. Ved det vil- 
kaarlige Kant-Systempunkt f ligger det 
punkterede Kantelement abdc, livis Side­
linier er Ax og 4Ay.

For dette Element faas ved Projek­
tion paa en Linie vinkelret paa Pladens 
Plan følgende Ligevægtsbetingelse

(Qbå - Qae) 4 Ay + Qea • Ax = P—R, (27)

hvor Størrelserne Q har samme Betydning som i Lign. 3. P er Belast­
ningen i Punkt f, og R er Reaktionen, der regnes at virke som en En­
keltkraft i samme Punkt. Reaktionen R regnes positiv i Belastningens 
negative Retning.

Dernæst betragtes tre andre Elementer, nemlig eff1e1, f99ifi og abd c1. 
For Elementet efftex faas ved at tage Momentet om Linien a—c

(Mxf — Mxe) 4 Ay + Mn Ax = — Qae Ax JAy, (28) 

hvor Størrelserne M har samme Betydning som i Lign. (4).
For Elementet fyg^ bliver paa lignende Maade

(Mxg — Mx4 Ay + Mt Ax = - Qw Ax 4 Ay. (29)

Af Lign. (28) og (29) udledes

Qou — Qac (Mxe — 2Mxf + Mxg Z^-M^ 1\n 
Ax—As —Ax Ag (30)

For Elementet abd^ faas ved at tage Momentet om Linien c—d

Mn ■Ax -|- (Mød — Mwc) Ay = — Qea AxAy, 
eller 

o 1 / 1 Mod — M bc 1\ 
Ie 2y =—(-Ny + A1 Ag) (31)

Af Lign. (27), (30) og (31) faas dernæst

(1 Mxe 2Mzf +Mxg Mod MDc 1 M 1\ P— R 293 
(2 As Ax Ag J Ay3) AxAy (82)

Da My er Nul langs Kanten, har man ifølge Lign. (9)
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Af Ligning (33) faas ved Differentiation Mxe — 2Mxf + Mxg
Ax2

A4z
El . . for Punkt f 
Ax41

af den 2den af Ligningerne (11) faas
1

_. =EI 
yh Ay2

/△ 2^ A2z\ 1
Ay2 H Ax2/ A3

1 —u2

» » 3die »»

A3z. 1
Mpd—Mvc 1 Ax2Ay Ayj 

Ax. Ay 1 +p

h, 2 

fi.

Indføres disse Udtryk i Lign. (32), faas

/ Az 1 (Aaz L A2z \ 1\
1 Alz 2Ax Ayy XyAySW Are) Ay P—R 

2Aæ4 1 + p 1— p2 / AxAij 

eller
A4 z A% 1 1 1—u2 P-R4(1-8) +2( -Ay Xy1 y-æy EI AmA

A4z 
hvor man for Elementet abdc i Fig. 12 har, at Differenskvotienten Ax4 

-A32 o , A3 A2* ri n ,hører til Punkt — til Punkt /1og a , og til Punkt II.noter - N Ax2Ay 3 - Ay2 ° Ax2
Forudsættes Ax=Ay=), har man altsaa for det punkterede Kant- 

elementet ved Punkt (c, n) i Fig. 13

Indføres disse Udtryk for Nedbøjningerne i Lign. (34), faas for det vil-
kaarlige Kantelement (ved Punkt (c, n))

n— 2 In—1 In n+1 n + 2

c +(+ Ju8) —(4—2u—2p3) +(8-41-313) -(4-2u-2p) 112

d +(-p) -(6-2p) +@—10

e +1

À2
=(1-2) (P-R) (35) C PVC EI ( /

For det næstyderste Kantelement (ved Punkt (c, 1), Fig. 11) 

gælder Lign. (34).
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I P u n k t ( c , 0 ) e r Mx = My = 0 . A f L ig n . ( 9 ) f ø lg e r d a , a t

A3z _  A 2 z

△ x 2  △ y ^
=  ( ) f o r P u n k t ( c , 0 ) .

F o r P u n k t ( c , 1 ) b l iv e r h e r e f t e r

A 4 z A s A 1 2 0  + 4 c 2 c 1

A x 4 A x 2 I +  c 1 — 2 c 2 + c 3  J
2c0 +51 — 4c2 +e3.

A 2 z A 2 z  ,
D e  i L ig n . ( 3 4 ) in d g a a e n d e  X A  s a m t  9  o g  2  f o r b l iv e r u f o r a n d r e d e .

V e d  I n d s æ t te l s e  a f U d tr y k k e n e  f o r D if f e r e n s k v o t i e n te r n e  i L ig n . ( 3 4 )  f a a s  

f o r A x  =  A y  =  X

) 2

= ( 1 — L 2 ) ( P — R )  E T ( 3 6 )

F o r H jø r n e e le m e n te t abdc ( F ig . 1 4 ) , h v is  

S id e l in ie r e r 4 A x  o g  4 A y , b l iv e r  P r o je k t io n s -  

l ig n in g e n

Qm-Ag +  Q a r  4 A x  =  P R, ( 3 7 )  

h v o r B e la s tn in g e n  P o g  R e a k t io n e n  R v i r k e r  

i P u n k t a.
F o r E le m e n te t aefc t a g e s M o m e n te t o m  

L in ie n  b — d, h v o r v e d  f a a s

Mze - A y  +  MødAx + Qer - 4  A y  • 4 A x  + ( P  —  R ) - A x  =  0 .

S n i t te t e — f tæ n k e s h e r v e d  l a g t u m id d e lb a r t t i lv e n s t r e  f o r e n  e v e n tu e l  

K r a f t i P u n k t e, m e d e n s K r a f te n  P —  R  p a a v i r k e r  E le m e n te t i P u n k t a .  

T r a n s v e r s a lk r a f t e n  r e g n e s  e n s fo r m ig  f o r d e l t  p a a  S t r æ k n in g e n  c f, h v o r a f  

f ø lg e r  _
Qba 4  A y  =  4 [ (P  —  R )  +  Qer 4 A g ] ,  

d e r in d f ø r e s  i M o m e n t l ig n in g e n , s o m  h e r v e d  b l iv e r

Meet Ay +  M w  A x  =  - Q u A x - 4  A y .  ( 3 8 )

F o r E le m e n te t abhg t a g e s M o m e n te t o m  L in ie n  c  —  d, h v o r v e d  f a a s  

Mug : 4 A x  +  MAy = Q a d -  4  A x A y  ( 3 9 )

A f L ig n in g e r n e  ( 3 7 ) , ( 3 8 ) o g  ( 3 9 ) f a a s
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/ 1  1 ■ 1 \ P —  R
-(4 Mee ^ +2Mwa Zxy +1Mp Ayä) AxAy

V ed L ign . (33) har m an  

og analogt herm ed

den 3d ie L ign . (11) g iver

1

Mre ‘ æ2
1

— Myg: y=

— Mud • AxAy

_ E T A 2z 1  
= 3 A x2 A x2

Aya Ay2

△ 2z

A xA y A xA y  
= El ---- —--------—

1 +  u

fo r

fo r

fo r

P unkt

Punkt

P unkt

e,

9 ,

d.

1

1

1

D isse U dtryk ind fø res i L ign . (40), hvorved m an linder

A 2z 1

pi h A az 12  A xA y A xA y  + 1A 55 . 1 U  P — R , 
tA x2  A x21 1  +  p t A y2 A ?r/ A xA g  

eller

A a- 1 A 3^  1 , A z 1  1— u2 P — R 2

0-0  X + 20-1 ry  A xA y10-9 B y:A yE .A dg  

A ar . A 2z 1 o  A 2z
hvor D ifferenskvo tien ten  A 2®  hører til P unkt e, A xA y til L tink d 08 A y2  

til P unkt g . , .
M ed A x  =  A y  =  N  b liver altsaa fo r H jørneelem entet (ved I unk t 

(c , 0), F ig . 11)

22  =  G 0 — 2c1 +  C 2, 
A x9 °

A 3 N  (+ c-  c
A xA y I — do  +  d .

som  ved Indsæ tte lse i L ign . (41) g iver

0 1 2

c + (3 — 2u — 3) —  (3  -  2u — u3) +  ( du°)

d -(3 -2u-p3) +  (2  -  200

es + (1-1)

)2
= (1 — P 2)(P — R )  El (42) •

PunktF or et v ilkaarlig t E lem ent i næ styderste R æ kke (ved

_ A 3M x 22M, _ A 2M 7 n tro lles ved  
(d , n), F ig . 11) gæ lder L ign .(8 ). A 27 A A y og A y2 ud trykkes

N edbøjn ingerne ved H jæ lp af L ign ingerne (12) og ind fø res i L ign . (8 ),

9  ‘ A 4z

hvorved m an finder, at L ign . (13) ogsaa gæ lder. I P unkt (d,n) kan A y4
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im id le rtid ik k e u d try k k es p aa d en sæ d v an lig e M aad e v ed N ed bø jn in - 

g ern e i 5 p aa h in and en fø lg en de S y stem p u n k ter.

2 z
M an faar en B estem m else af —. i 

A y 2
P u n k t (c , n) v ed H jæ lp af d en

2 d en L ig n . (1 1 ). D a My i P u n k t (c , n ) er N u l, h ar m an fo r d ette P u n k t

A 2 z A 2 z

My(c 1 ) = EI 1 1 2 =  0 ,

h v o raf
A 3  A 3 z

A y a -  ~ " A x 2

F o r P u n k t (d, n) b liv er a ltsaa

A 4 -
Az Ay4=
Ay4 9 Ay2 9

I P u n k t (c , n ) er

A 2 z
+ A Aya i P u n k t (c, n) 

A 2 -
—2  A U 2 1 » (d, Ay2 -

. A / , 
+ AU2 1 » (e . II).Ay2 -2

A 2 z A 2 z
Ag Ag M Ag 42= M

(A g  C a  
A x / 1+ 2 u

A\ 
Ax/ C n -U (A u se1

A T / C n -1 >

I P u n k t (d, n ) er A 2 zA , —  2 Ay2 =
Ay2 9

+ 4dn

—  2 er.

I P u n k t (e , n ) er
A2z

A y 2
A y 2  =

+dn

— 2en

+ fa
Altsaa er

A 4 z , 
----- . A u 4  = =
A y 4 9

2 C n U
(A y \2

Z x / C a+ 1
+ 5d2

4 en

+ fn.

F o ru d sæ ttes k v ad ra tisk e E lem en ter m ed S id e lin ie A x  =  A y =  X , h ar  

m an a ltsaa

|C n — 1 (2 2 1 )  C x |C n + 1
A z  N  + 5 d n
A y  — 4 en

+ fa.

o g lig eso m  v ed O p stillin g en af L ig n . (1 4 )
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og

Alz A4 = d„ , — 4de 1 + 6d, _ Mn+i + d,2 
Ax4 Cn 2 4 n-1 Tun n+1 -r n+2

oAlz2 A4 = =
Ax2Ay2

+2Cn-1 — 4Cn + 2Cn+1

— 4dx-1 + 8dx — 4dn+1

+2en-1 — 4en + 2en+1

Ved Indsættelse i Lign. (13) finder man lierved

n — 2 n— 1 n n — 1 n + 2

c + (2 — 1) - (6 - 20) + (2 — 1)

d +1 -8 + 19 -8 ±1
)2 

=(1—P)e P ET (43)

e +2 —8 + 2

/ + 1

For det næstyderste Diagonalelement (ved Punkt(d, 1), Fig. 11) 

har man under Forudsætning af kvadratiske Elementer

A44=
Ax4

— [Co

— (2 — 2u) d + 5d, — 4d, +d 

— ue0.

2 __ XI
-Ax2Ay2

+ 200 — 4ct + 2cg
— 4do + 8d, 4dg , 

+2e0 — 4e +2e2

I — pco - (2 — 2u) CL — pc2.

A4 + od 
X4= 1A4 1 —4^

+4.

Ved Indsættelse i Lign. (13) faas

0 1 2 3

c + (2 - 2.) - (6 -2u) +(2 -p)

4— (6 — 2u) + 18 —8 + 1 = (1 — u3)P EL
e +(2—u) —8 + 2

F + 1

(44)

Dersom Pladens Nedbøjning langs Kanten er Nul, har man for

Punkt (c, n)
A2z A A2z A2z 0 
— — = 0, og = —u—5 ==0.
Ax2 ‘ 8 Ay Ax2

Man kan da ved kvadratiske Elementer anvende Ligningerne (15) 

og (16), naar man for Punkt (c, n) indfører Cn= 0 og On= (22 X 0. 2 2 ° 4X4 A4)

For Elementet ved Punkt (d, n) bliver Lign. (16) herved
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og Lign. (15)

Dn-1 — 4D + Dn+11 a 9 2X2 
+EW -(-187

d1-1 — 4d, + dn+1 ) , 

+ en }

For Elementet ved Punkt (d, 1) bliver Lign. (16)

og Lign. (15)

- 4D1 + D2

+ Er

, X2
= (1 — u2P 
c7 EI

—4d1 +d,1
1 2 = D, 

+ e I

Følgende Tabel (Side 46—47) giver en samlet Oversigt over de for 

Ax = Ay = X udledede Ligninger.

Plade 

med konstant Inerti- 

moment. Simpelt under­

støttet eller fri langs 

Kanten.

Ax — Ay = X.

Punkt (c,0)

0 1 2

C +(3—2u—°) (3-21-13) +(-4

d (3-2u—p) +(2 - 2p)

e +(-4p8°)

^-^(P-H^

Punkt (c, 1)

0 1 2 3

c (3-2u—p3) +(,3-4u-gp°) -(4-2u-2u3) +(-lp°)

d +(2-p) -(6 - 2p) +(2-p)

e + 1

=(1-L2)(P-R)EY

0 1 2 3

c +(2—2p) -(6-2u) +(2 — P)
)2

= (1 — P3) P ErPunkt (d,1) d —(6 — 2p) + 18 — 8 + 1

e +(2 - H) — 8 + 2

/■ + 1

eller, naar Nedbøjningen J — 4D1 + D, 

langs Kanterne er Nul, 1+ER
=(1—u9) P og1 =D. 
J ET et I
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§ 7. Exempel. Kvadratisk Plade, simpelt understøttet langs 
alle fire Sider. (Fig. 15).

Pladen forudsættes belastet med en ensformig fordelt Belastning p 
pr. Arealenhed. For hvert Systempunkt regnes den Del af Belastningen, 
som virker paa Pladen indenfor det til Systempunktet svarende Element, 
at angribe i Systempunktet. I Hjørnet (Punkt 

(c, 0)) er saaledes P = 1 p\2, og i livert af Punkterne 

(c, 1), (c, 2) og (c, 3) er P = ^ p^2, medens man for 
hvert Systempunkt indenfor Kanten liar P = p\*. 

Understøtningerne er af en saadan Beskaffenhed, 
at de tillader Pladen frit at dreje sig, men hindrer 
den i at bøje sig op eller ned langs Kanten.

Da Nedbøjningerne af Systempunkterne langs 
Kanten er Nul, skal man ikke ved Bestemmelsen 

af Nedbøjningerne opskrive Ligningen for disse
Fig. 15.

Punkter. Disse Ligninger benyttes til Bestemmelse af Reaktionerne, 
naar først Nedbøjningerne er fundet.
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Nedbøjningerne bestemmes ved de to Sæt Ligninger (Tabellen paa

Side 46—47, Punkt (d, 1), (d, n) og (e, n)).

Punkt (d, 1) —4D, +2D.
.EI 

=1( 3) px‘
» (d,2) D1—4D, + D, + Ex = 1 » » ,

» (d, 3) 2D,—4D + E = 1 » »,

» (e, 2) 2D, —4E, + 2E, = 1 » » ,

, (e, 3) D, +2E, -4E + F x= 1 » »,

» (f, 3) 4E3 —4F3= 1 » » ,

og
Punkt (d, 1) —4d{ + 2d. = D1,

» (d, 2) d, — dg + d% + eg = Da,
» (d, 3) 2d, — 4dg + eg == Da,
» (e, 2) 2d, — 4e, + 2e == E2,

» (e, 3) d +2e- ^+ fs = Es,

• (A3) 4e-4/ = Fs.

Af det første Sæt Ligninger findes D1= — 99
1 - 1 3 p\4

104 El "

D.= — 146 » » ,

D= — 160 » » ,

Ex = — 221 » » ,

E, = - 244 » » ,

F, = — 270 » » ,

som indsat i det andet Sæt Ligninger giver

dt = 7783-
1 — 13 pX4 

52-104 EI’

d2 = 12992 » » ,

d = 14792 » » ,

e2 = 21801 » » ,

e = 24864 » » ,

L = 28374 » » .

Momenterne Mx beregnes paa lignende Maade som i § 2.

Indføres X = [l, faas herved følgende Nedbøjninger og Momenter Mx:

0 1

Nedbøjninger.

2 3

C 0 0 0 .0

d 0 0,00111 0,00185 0,00211 0-195 
EI

e 0 0,00185 0,00311 0,00355 » »
f 0 0,00211 0,00355 0,00405 » »

Momenter Mz.

0 1 2 3

c 0 0 0 0

d 0 +0,0132+u 0.0132 +0,0175+1-0,0215 +0,0185+1-0,0242 pF

e 0 +0,0215+p-0,0175 +0,0295 +u 0,0295 4-0,0315+p 0,0337 »

f 0 +0,0242 +u 0,0185 +0,0337+p 0,0315 + 0,0360+p -0,0360 »
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§ 8.

Momenterne My findes af Mx ved Symmetrien om en Diagonal.

,De vndende Momenters Størrelse, Hovedsnittenes Retning samt Ho- 

vedmomenternes Størrelse kan dernæst bestemmes paa lignende Maade 
som i § 4. 1 8 ataace

Reaktionerne bestemmes ved Hjælp af de i Tabellen paa Side 46—47 

angivne Ligninger for Kantsystempunkterne. I Ligningerne indføres <• - 
Man faar herved 01 = C2 = c = 0.

for Punkt (c, 0): (2 — 2u)d = (1 — u8)(P- R) X,
P7X A El’

hvor d, = 7783.1 -Ps. A4
52-104 El

P = 1 pÀ3,

X=+I;
herved bliver R = - (0,0731 - • 0,0800) pla;

for Punkt (c,1): -(6- 2u) 4 +(3-p)4, = (1-p)(P-R) ,
hvoraf R = (0,0536 — p. 0,0132) pP;

for Punkt (c,2): (2-M)4,-(6-2u)d+(2-p)4,+4=(1-p)(P-P)9 

hvoraf R = (0,0704 — 1-0,0175) p2; ET

for Punkt (c,3): (4-2)d -(6 -2u) d,+e=(1-)(p_A2 

hvoraf R = (0,0752 — 1-0,0185) pl.

I Hjørnet fandtes Reaktionen negativ, hvilket vil sige, at der her 
maa findes en lodret nedadrettet Kraft, som hindrer Hjørnet i at bole 
Sig op.3 

..I hosstaaende Tabel er Reaktionerne for Punkterne (c, 1) (c 2) 
(C, 3) angivet pr. Længdeenhed af Understøtningen, idet de fundne Vats 
dier af R i disse Punkter er divideret med 2l. For Punkt (c, 0) er bibe 
holdt den fundne Enkeltkraft. CC 02 er bibe-

Punkt
(c, 0) (c, 1) (c, 2) (c, 3)

Reaktioner
pr. Længdeenhed 

Enkeltkraft

0

—(0,073—1.0,080)

0,322—U.0,079 0,422 —1.0,105 0,451—U.0,111 pl

pl*

§ 8. Relationer mellem Reaktioner, Transversalkræfter og 
vridende Momenter langs Kanten. Hjørnereaktionen.

F 1 Paragraf 6 er Betingelserne for de rektangulære Elementer langs 

Canten opstillet, og det blev herved forudsat, at det vridende Moment 
var Nuli Elementernes yderste Sideflade. For Elementet abdc (Fig 12) 
01 udsattes saaledes, at det vridende Moment langs Siden qb RINV I 
medens de vridende Momenter i de andre tre Sider bestemtes ved Ned 

bøjningerne i Pladens Systempunkter, ved Ned-
N. J. Nielsen : Spændinger i Plader.

4
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I f ø l g e  L i g n . ( 2 7 )  h a r  m a n

(Qba — Qac) - I Ay +  Q a d  A x  =  P —  R.

(Qba — Qac) = -

I n d s æ t t e s  h e r i  f r a  L i g n . ( 3 0 )

Mxe — 2MXf + Mxg 9 Mod — Mw
A x Ay 

f a a s

P—R = Qa• Ax — 4 (Mxe—2Mxy + M,„} Au — (Mw — M).

H v i s  m a n  h e r i l a d e r  Ay v æ r e  u e n d e l i g  l i l l e , f o r s v i n d e r  L e d d e t

l  9  v I M Ay2 (Mxe - - 2  Mxf + Meg

P u n k t  c  f a l d e r  s a m m e n  m e d  P u n k t  u , o g  P u n k t  d f a l d e r  s a m m e n  m e d  

P u n k t  b. M a n  f i n d e r  h e r v e d

P — R = Qab-Ax -(Mpb — Ma),

h v o r  Møb o g  Mva b e t e g n e r  d e  v r i d e n d e  M o m e n t e r  o g  Qab T r a n s v e r s a l k r a f t e n  

p r . L æ n g d e e n h e d  i e t  S n i t  p a r a l l e l t  m e d  K a n t e n  i N æ r h e d e n  a f  d e n n e .  

S a a f r e m t  d e r  i k k e  v i r k e r  n o g e n  B e l a s t n i n g  P i P u n k t  f, b l i v e r  a l t s a a

R _ o  1 Mob Mo* C a b  + A
e l l e r  a l m i n d e l i g t

R A M ,
_ _ _ _  O  B .  ( 4 5 )
A x  C F  A x  ( 4 1 8 )

L i g n . ( 4 5 )  a n g i v e r  s a a l e d e s  e n  R e l a t i o n  m e l l e m  R e a k t i o n e n  o g  d e  

T r a n s v e r s a l k r æ f t e r o g  v r i d e n d e  M o m e n t e r , s o m  o p t r æ d e r i P l a d e n  i  

N æ r h e d e n  a f  K a n t e n .

A f  L i g n . ( 3 0 )  f a a s

MDd MVC Qbd Qac A 1 Mxe 2Mx7 + Mxg \ 
- 2 A x = A r  A y+ A E — A y  

e l l e r

AM,_(AQæ A 3 M x \  A  

A x ( A x A x 3 U

H e r i  h a r  — M  e n  b e s t e m t  V æ r d i ,  s o m  s v a r e r  t i l  P l a d e n s  N e d b ø j n i n g  

l a n g s  K a n t e n . L a d e r  m a n  n u  Ay v æ r e  u e n d e l i g  l i l l e , s a a  m a a  e n t e n  

A Q x  A M ,  A O ,
—  v æ r e  u e n d e l i g  s t o r  e l l e r —  u e n d e l i g  l i l l e . D a  i k k e  k a n  v æ r e  

A x  °  A x °  A x

u e n d e l i g  s t o r , o g  d a  M„ k u n  i s p e c i e l l e  T i l f æ l d e  k a n  h a v e  e n  k o n s t a n t  

S t ø r r e l s e  p a a  h e l e  S t r æ k n i n g e n  l a n g s  K a n t e n , s a a  f ø l g e r h e r a f , a t d e t  

v r i d e n d e  M o m e n t  i k k e  i A l m i n d e l i g h e d  k a n  o p t r æ d e  m e d  s i n  f u l d e  S t ø r ­

r e l s e  i e t  S n i t  p a r a l l e l t  m e d  K a n t e n  u m i d d e l b a r t i n d e n f o r  d e n n e , m e n  a t
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§  9 .

d e r  l a n g s  K a n t e n  m a a  f i n d e s  e n  S t r i b e i h v i l k e n  S  c  ,  

d e n d e  Momenter aftager ud imod Kanten, hvüken. Størrelsen a f  de vri-

EiereSukcesCeic - riede Noler, 
T  8  ( 1 8 .  1 2 )  a t  v æ r e  e n s f o r m i g  f o r d e l t  h e l t

- - - - - - - -  

n æ r m e l s e .  8  8 , m a a  b e t r a g t e s  s o m  e n  r i m e l i g  T i l -

F o r  H j ø r n e e l e m e n t e t  ( F i g .
1 4 )  h a r  m a n  i f ø l g e  L i g n .  ( 4 0 )

P 4 Mxe AY + 2Mpa +4 Myg: Sx

D a  M . e r  N u l l a n g s  K a n t e n

M  =  0  o g  M y g  =  o , n a a r  A x  o g  A y  f o r u d s æ t t e s  

n e t  e l l e r  i N æ r h e d e n  a f  d e t t e

c , o g  M 2  e r  N u l

m a a  d e r  d a  v i r k e

l a n g s  K a n t e n  1 , b l i v e r  

u e n d e l i g  s m a a . I H j ø r -  

e n  K r a f t

P  —  R = - 2 MVQy

reustMr det vridende Moment Pr- Længdeenhed ved Hjørnet. Saa- 
r e a k t i o n e n  ikke virker nogen B e l a s t n i n g  P  i H j ø r n e t , b l i v e r  H j ø r n e -

I f ø l g e  L i g n i n g  ( 3 7 )  e r
R. = 2M a Ai va •

( 4 6 )

Qba-4 A y  +  Qea • 4 A x  =  p— R .

L a d e r  m a n  h e r i  A x  o g  A y  v æ r e  u e n d e l i g  s m a a , s a a  m a a  P=R l i c e -  

t a r t e s v æ r e  u e n d e  i g  l i l l e , f o r  a t  QM o g  Qa k a n  b e h o l d e  e n d e l i g e  V  Enkeltartt f o l g e r , a l  H j o r n e r e a k t i o n e n  i k k e  k a n  a n g r i b e  s o m  e n  
D e l  a l  n  s e l v e  H j ø r n e t , m e n  m a a  v æ r e  f o r d e l t  o v e r  d e n  n æ r m e s t e  

e n  E n i k e l k i a n t F e i l e n ,  m a n  b e g a a r  v e d  a t  r e g n e  H j ø r n e r e a k t i o n e n  s o m  
i n k e l t k r s  t , : s a m m e  A r t  o g  l i g n e n d e  B e t y d n i n g  s o m  d e n  F e i l  

p u n k t h e k a r v e r a t r e g n e  B e l a s t n i n g e n  p a a  P l a d e n  v i r k e n d e  i S y s t e m -

8 9. Indflydelsen af et Kraftsystem, i hvilket Kræftene holder 

h v e r a n d r e  i L i g e v æ g t . E x e m p e l .

t o i  V e d  d e  f o r e g a a e n d e  E x e m p l e r , h v o r  B e l a s t n i n g e n  p 
ordelt, u d f ø r t e s  B e r e g n i n g e n  m e d  E n k e l t k r æ f t e r , s o m  

e n s f o r m i g  f o r d e l t e  B e l a s t n i n g . B e l a s t n i n g e n  P ) » , s o m  

v i r k e r  p a a  P l a d e n  i n d e n  f o r  d e t  v e d  S y s t e m l i n i e r n e  i, 1 1 ,  

n, m + 1  ( F i g . 1 6 )  b e g r æ n s e d e  K v a d r a t ,  r e g n e d e s  a t  a n -  

s r i b e  i  S y s t e m p u n k t e r n e  ( r ,  m), ( r ,  m  +  1 ) , ( r  +  1 ,  m ) o g  
t h  -  1 )  m e d  t p \ =  i h v e r t . M a n  h a r a l t s a a  p a a  

M l a d e n ,  s o m  i  F o r v e j e n  e r  b e l a s t e t  m e d  d e n  e n s f o r m i g  
f o r d e l t e  B e l a s t n i n g  P, t i l f ø j e t  e t  K r a f t s y s t e m , s o m  b e s t a a r  
a f  B e l a s t n i n g e 9 ‘ e s t a a t

v a r  e n s f o r m i g  

e r s t a t t e d e  d e n

/77+/

Fig. 16.

P  p r . A r e a l e n h e d  p a a  K v a d r a t e t i n d e n  f o r  d e  f i r e  

4 *
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F i g . 1 7 .

S y s t e m l i n i e r  o g  a f  E n k e l t k r æ f t e r n e  4 p X 2  i d e  f i r e  S y s t e m p u n k t e r . I  d e t t e  

K r a f t s y s t e m  h o l d e r  d e  e n k e l t e  K r æ f t e r  h v e r a n d r e  i  L i g e v æ g t . E t  s a a d a n t  

K r a f t s y s t e m s  I n d f l y d e l s e  p a a  F o r m f o r a n d r i n g e r  o g  S p æ n d i n g e r  i P l a d e n  

v i l  v æ r e  l i l l e  i e n  A f s t a n d  f r a  K r a f t s y s t e m e t , s o m  e r  s t o r  i F o r h o l d  t i l  

S y s t e m e t s  U d s t r æ k n i n g  ( S a i n t  V e n a n t s  P r i n c i p ) .

I d e t  f ø l g e n d e  E x e m p e l h e r e g n e s  N e d b ø j n i n g e r , M o m e n t e r  o g  R e a k ­

t i o n e r f o r d e n  i F i g . 1 7  v i s t e  k v a d r a t i s k e  P l a d e ,  

s o m  e r  s i m p e l t u n d e r s t ø t t e t l a n g s  a l l e  f i r e  S i d e r  

o g  p a a v i r k e t  a f  d e t  v i s t e  K r a f t s y s t e m , h v i s  e n k e l t e  

K r æ f t e r h o l d e r h v e r a n d r e  i L i g e v æ g t , n e m l i g  e n  

K r a f t  4 P  i P u n k t  ( f ,  3 )  o g  e n  K r a f t  —  P  i h v e r t a f  

d e  f i r e  P u n k t e r  ( e ,  2 ) , ( e ,  4 ) , ( g ,  2 )  o g  (g, 4 ) .

L i g e s o m  v e d  E x e m p l e t  i §  7  b e s t e m m e s  N e d -  

b ø j n i n g e r n e  v e d  d e  t o  S æ t L i g n i n g e r , a f h v i l k e  

d e t s i d s t e  S æ t e r  n ø j a g t i g  s o m  i §  7 . D e t  f ø r s t e  

S æ t L i g n i n g e r  b l i v e r

M a n  f i n d e r  h e n æ d

Punkt (d,1) —4D. +2D, = 0,

» (d, 2) D4 —4D,+ D+ E. =  0 ,

»  ( d ,  3 )  2D. —4D. + fas =  0 ,

»  ( e ,  2 )  2 D .  — 4 E 2  +  2 E  = = — 1 - ( 1 — u s )  P  E r

»  ( e , 3 )  D + 2 E , 4 E g  +  F  g  =  0 ,

1 2

» ( f ,  3 )  4 6 , - 4 6 »  =  4 - ( 1 — u 3 )  P  E r

D e n  v e n s t r e  S i d e  a f  d i s s e  L i g n i n g e r  e r  d e n  s a m m e  s o m  i §  7 .

1 _ u - 1 2

A f  d e t  f ø r s t e  S æ t L i g n i n g e r  f i n d e s  D 1  =  +  1 -  1 0 4  P  E T

» » » »  »  » D  2  =  +  2 »  »  ,

» » » » » » D8 =— 6 »  »  ,

» » » »  »  » E 9  =  + 1 3 »  » ,

» » » » » » E8 =—  2 8  »  »  ,

» » » » » » Fx =— 1 3 2  »  »  ,

s o m  i n d s a t  i d e t  a n d e t  S æ t L i g n i n g e r  g i v e r

1 u  2  ) 2
d y  =  2 6 7 . - - - - D . P ,  

1  5 2 - 1 0 4 El

d, = 5 6 0  »  » ,

d  =  8 9 4  »  » ,

e 2  = 1 1 8 3  »  »  ,

^ = 2 1 4 4  »  » ,

f  =  3 8 6 0 »  » .

M o m e n t e r n e  M z b e r e g n e s  s o m  i §  2  o g  R e a k t i o n e r n e  s o m  i §  7
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Nedbøjninger.

0 1 2 3

c 0 0 0 0 72

d 0 0,0014 0,0029 0,0046
(1 — u2)PL 
0El

e 0 0,0029 0,0061 0,0110 » »,
f 0 0,0046 0,0110 0,0198 » » .

Momenter Mz.

__ 0 1 2 3

C 0
■ 0

0 0
d 0 — 0,005 — u 0,005 —0,008—p.0,012 +0,124—p-0,066 P

e 0 — 0,012 — p- 0,008 —0,063—1-0,063 + 0,355— p-0,086 »

f 0 — 0,066 + p- 0,124 0,086 + -0,355 + 0,635 + -0,635 »

Reaktioner.

Punkt jl (c, 0)========_ 2 2. (c, 1) (c, 2) (e, 3)
Reaktion | —0,099 +u 0,099 —0,014+1-0,005 —0,027 + u 0,008 +0,181— p 0,125 P

Endskønt Pladens Udstrækning ikke er særlig stor i Forhold til 
Kraftsystemets Udstrækning, bliver Momenterne i Pladen forholdsvis 

smaa, saasnart man fjerner sig lidt fra Kraftsystemet.

§ 10. Usymmetrisk Belastning. Exempel.

Den angivne Fremgangsmaade kan ligesaa godt anvendes ved usym­
metrisk som ved symmetrisk Belastning. Ved Anvendelsen er der blot den 
Forskel, at medens man ved symmetrisk Belastning finder Pladens Nedbøj­
ninger og Spændinger i nogle Systempunkter ved Hjælp af Symmetrien 

og derfor ikke belløver at anvende Differensligningen for disse Punkter, 

saa maa man ved en vilkaarlig usymmetrisk Belastning, saafremt denne 
ikke kan omdannes til en Sum af symmetrisiv beliggende Belastninger, 

opstille Ligningen for alle de Systempunkter, hvis Nedbøjninger ikke 
i Forvejen kendes.

Paavirkes Pladen af Enkeltkræfter, vil man saavidt muligt indlægge 
Systemlinierne saaledes, at Kræfterne angriber Pladen i Systempunk­

terne. I Regelen vil man lierved kunne anvende kvadratiske Elementer, 
hvorved Ligningerne bliver betydelig simplere at behandle end ved rekt­
angulære Elementer.

Undertiden er det ikke muligt ved en passende Inddeling med An­
vendelse af kvadratiske Elementer at faa Enkeltkræfterne til at angribe 
i Systempunkterne. Dersom Afstanden imellem Kræfternes Angrebs- 

punkter og de nærmeste Systempunkter er lille, kan det da være til­

strækkelig nøjagtigt at tænke sig Enkeltkræfterne flyttede hen til de nær­

meste Systempunkter og beregne Pladen for denne Belastning.



§ 1 0 .
5 4

/7? /77+/

F ig . 1 8 .

Ø n s k e r m a n  s tø r r e N ø ja g t ig h e d , k a n  B e r e g n in g e n u d f ø r e s p a a f ø l­
g e n d e M a a d e :

I F ig . 1 8 v ir k e r e n  E n k e l tk r a f t P i P u n k t s, s o m  l ig g e r p a a  d e t v e d  

S y s te m lin ie r n e r, r + l , m, m  + 1 b e g r æ n s e d e K v a d ra t  

i A f s ta n d e n  a f r a  L in ie m o g  A f s ta n d e n  b f r a  L in ie r. 

M a n k a n d a b e r e g n e P la d e n m e d K r a f te n v ir k e n d e  

e f te r h a a n d e n  i h v e r t a f d e l i r e n æ r m e s te  S y s te m p u n k ­

te r 1 , 2 , 3 o g  4 . K a ld e s  V æ r d ie r n e  a f N e d b ø jn in g e r n e  

o g  S p æ n d in g e r n e i e t v i lk a a r l ig t P u n k t a f P la d e n f o r  

d is s e  f i r e  B e la s tn in g s t i l f æ ld e  h e n h o ld s v is  S b  S 2 , S 3 o g  S .,  

m e d e n s d e t i l s v a r e n d e V æ r d ie r m e d K r a f te n  v ir k e n d e  

i P u n k t s k a ld e s  S, k a n  m a n  m e d  e n g o d  T iln æ r m e ls e f o r a l le S y s te m -  

p u n k te r n e b e s te m m e  S v e d r e t l in ie t I n te r p o la tio n .

H e r v e d  f in d e s

q À - -a  a  S  = ( S > + S .X  

_ ( ) -  a ) ( )  —  b )  c

2

X— b X —a c a\b
X +(sx +Sx/x
a(\—b) , (X—a)b , ab 

X* T X2 8 f )2 04

S a m m e R e s u l ta t f a a s v e d a t o p lø s e K r a f te n  P i d e f i r e K r æ f te r  

X  — a ) ( \ — b ) a(\—b)p (\—a)b p ab.
— ) 2 —  P, ) 2 P, ) 2 P o g ) 2 P, v ir k e n d e i P u n k te r n e

1 , 2 , 3  o g  4 . M a n t i l f ø je r a l ts a a e t S y s te m  a f K r æ f te r , s o m  h o ld e r  

h v e r a n d r e i L ig e v æ g t , n e m lig  K r a f te n  — P i P u n k t s o g  d e f i r e K r æ f te r  

( \  —  a )  ( N  —  b ) D a ( \  —  b ) D  ( X  —  a )  b  D ab ». ,
1 2 — P, - - - - ) 2 —  P, ------) 2 P o g X 2 P i P u n k te r n e  1 , 2 , 3  o g  4 .

D e tte  K r a f ts y s te m s I n d f ly d e ls e p a a N e d b ø jn in g e rn e  o g  S p æ n d in g e r n e v i l  

v æ r e  s tø r s t f o r d e n  D e l a f  P la d e n , s o m  l ig g e r in d e n  f o r S y s te m e t, a l ts a a  

in d e n  f o r d e t  K v a d r a t , h v is  H jø r n e r e r a n g iv e t v e d  P u n k te r n e 1 , 2 , 3  o g  4 .  

U d e n  f o r d e t te  K v a d r a t v i l K r a f ts y s te m e t k im  h a v e e n f o r h o ld s v is r in g e  

I n d f ly d e ls e . L a d e r m a n  S 1 1 , S 2 2 , S a s o g  S u  b e te g n e d e N e d b ø jn in g e r o g  

S p æ n d in g e r , s o m  f a a s i P u n k te r n e 1 , 2 , 3  o g  4 f o r K r a f te n P  v ir k e n d e  

h e n h o ld s v is i h v e r t a f  d is s e P u n k te r , m e d e n s S . b e te g n e r N e d b ø jn in g e n  

o g  S p æ n d in g e r n e i P u n k t s f o r K r a f te n  P v ir k e n d e  i d e t te P u n k t , s a a  

k a n  S . b e s te m m e s v e d I n te r p o la t io n  m e lle m  S 1 1 , S 2 2 , S 8 8 o g  S .1 4 . M a n  

f in d e r h e r v e d

S x ’X—a a X—b / X—a a\b
SI' X + 22 X X * X 44 X X

_ ( X — a ) ( ) — b  a ( X — b ) ( — a b a b
X 2 1 1  T ’ ) 2 2 2  1 ) 2 2 3 3  T  ) 2  4 4 '

P a a  d e n n e M a a d e e r d e t s a a le d e s m u lig t m e d t i l s t r æ k k e l ig  N ø ja g ­

t ig h e d  a t f in d e N e d b ø jn in g e r o g  S p æ n d in g e r i P la d e n , s a a v e l v e d K r a f ­

te n s A n g r e b s p u n k t s o m  v e d e t v i lk a a r l ig t a f P la d e n s S y s te m p u n k te r ,  

n a a r m a n  b lo t e r i S ta n d t i l a t b e r e g n e d e N e d b ø jn in g e r o g  S p æ n d in -
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ger, som hidrører fra Belastningen P virkende i et vilkaarligt System 
punkt.

I det følgende Exempel udføres Beregnin- 
gen for den i Fig. 19 viste rektangulære Plade 

nierne I og b = % l, simpelt under­
støttet langs alle fire Sider og paavirket i Punkt 

(d, 2) al en Enkeltkraft P. For Poisson’s For­
hold regnes p = 0,2.

Nedbøjningerne i Punkterne (d, 1), (d, 2), 
(d, 3)- - - - bestemmes ved de to Sæt Ligninger 

(Tabellen paa Side 46—47, Punkt (d, 1), (d, n) 

°g (e, n)). Bei første Sæt Ligninger er 

(c, 1)

(tf, 2)

(^ 3)

(tf. 4)

(tf, 5)

(e, 1)

(e, 2)

(e, 3)

(e, 4)

(«, 5)

(/, I)

(A 2)

(A 3)

(A 4)

(A 5)

-4D,+ D, + e , = 0, 
D,—4D,+ D, + E, = (1-L).PX3 

D,-4Dz+ D, + E, =0> ET 

D - M) + D -i. E A 

4 5 T 5 =

D.-4E,+ E, + F = 0, 

D.+ E,-4E,+ E. + F - 0, 
D. + E,—4E,+ E, + F = 0.

D. + E,-4E;+ E, + F = 0,

D, + E,-4E, + F = 0,

E -4F+ F, = 0,

E, + F,-4F,+F, = 0,

E, + F-AF, + F . = 0,

E. +F,-4F+F. = 0,

Ex + F-4F = 0.

Heraf findes de i hosstaaende Tabel angivne Værdier

_1 L 2 3 | 4 __5 |
D 614878 2057032 705180 261368 90302

1 —2 p\2

|402480 6090630 EI'
E 817440 502320 249990 99840 » »
F 177602 307928 236670 136432 59068

I det andet Sæt Ligninger dannes venstre Side ved i det første Sæt 

Ligninger at ombytte D1, D., Dg med dy, dy, de- - Ligningernes højre 

Side er D1, D2, D. o. s. v. For disse Størrelser indføres de ovenfor fundne 

Værdier. Man finder herved de i omstaaende Tabel angivne Værdier 

af Nedbøjningerne i Systempunkterne. De sidste Cifre er ikke med- 

regnet, da de ikke faar nogen Betydning for det endelige Resultat



§  1 0 . 5 6

1 2 3 4

d 3 4 1 0 2 7 - 1 0 7

e 3 3 5 3 4 2  »

f  1 8 7 2 8 0  »

6 5 4 2 6 7 - 1 0 7

5 6 7 9 2 8  »

3 0 5 5 9 9  »

4 5 5 2 4 9 - 1 0 7

4 7 8 6 2 9  »

2 7 9 6 4 8  »

2 5 8 6 0 2 - 1 0 7

3 0 5 7 4 8  »

1 9 0 2 1 4  »

1 1 4 2 2 2 - 1 0 7

1 4 3 2 8 7  »

9 2 3 7 0  »

1—u2 PX2
6 0 9 0 6 3 0 3  EI‘

» » ,

D e r n æ s t  b e r e g n e s  Mx o g  My i S y s t e m p u n k t e r n e  v e d  H j æ l p  a f  L i g n .

( 1 1 ) . F o r  P u n k t  ( e , 4 )  h a r  m a n

A 2 z  1   1  2  ) 2

X 2  =  @  —  2 e . + e x  =  +  1 0 4 2  . 1 0 8   L —  P,
A x 2 3 T T  1 0 0 0  6 0 9 0 6 3 0 2 El

A2z, 
X2= d, -  2 e  +  f  = —  1 6 2 6 8  »

A 3 A 2 z

AxTAu x 1 0 8 P
Mx=—EI=- - - - - - > = — ( +  1 0 4 2 — 0 , 2  1 6 2 6 8 ) =  + 0 , 0 0 6 0  P ,  

1  -  p 8  ‘  7  6 0 9 0 6 3 0 2  ’

A % z A z  

A n 2  2  1 0 8  P

M4=—EI=.- - - - - - , = — ( — 1 6 2 6 8  + 0 , 2  1 0 4 2 = + 0 , 0 4 3 3  P .

1  - - - u 2  ‘  7 6 0 9 0 6 3 0 2 2

I d e  ø v r i g e  S y s t e m p u n k t e r  b e r e g n e s  Mx o g  M p a a  l i g n e n d e  M a a d e .

R e a k t i o n e r n e  b e r e g n e s  v e d  H j æ l p  a f  d e  i T a b e l l e n  p a a  S i d e  4 6 — 4 7  

a n g i v n e  L i g n i n g e r  f o r  K a n t s y s t e m p u n k t e r n e . M a n  f i n d e r  h e r v e d

) 2  

f o r  P u n k t  ( c ,  0 ) :  ( 2  —  2 u ) d 1  =  ( 1  —  1 2 )( —  R ET‘

h v o r a f

o 2  —  2 u

1  —  u 2
\ ,  d  = —  ( 2  — 2 - 0 , 2 ) -
2 1  2 - 7

3 4 1 0 3 - 1 0 8  P

6 0 9 0 6 3 0 °
= —  0 , 1 4 7  P ;

f o r  P u n k t  ( c , l ) : — ( 6 — 2 p )  d 1  +  ( 2 — p )  d g  +  e  = ( 1 — 1 3 )  ( — R )  E l  ,  

h v o r a f

D T e c  c .  ! E I 3 9 6 7 4 - 1 0 8 P  -
R  =  [ ( 6  —  2  •  0 , 2 )  d 1  —  ( 2  —  0 , 2 ) d g — e i ]  1 2 / 1 - - - - 9 \  =  0 0 2 9 0 9  = =  + 0 , 1 0 7 P ;- 22 X 2 ( 1  — 1 2 ) 6 0 9 0 6 3 0 3

f o r  P u n k t  ( c ,  2 ) : ( 2 — p ) d 1 — ( 6 — 2 p ) d  + ( 2 — p ) d 8 + e , = ( 1 — p 2 ) ( — R ) * 7

h v o r a f

R=[- (2-0,2) d,+(6-2-0,2)d,-(2-0,2)d,-e,1* [=5565 107=0,448P.
A2(1-ua) 6090630

P a a  l i g n e n d e  M a a d e  b e r e g n e s  R e a k t i o n e r n e  i d e  ø v r i g e  K a n t s y s t e m -  

p u n k t e r .

I e t v i l k a a r l i g t K a n t s y s t e m p u n k t ( c ,  n ) k a n  M. t i l n æ r m e l s e s v i s  r e g -  

l i g  m e d  M i d d e l v æ r d i e n  a f  M ø ( c . d , n — 1 , n )  o g  M p ( e , d , n , n + 1 )  > h v o r  M o ( c i d , n — 1 , n )  

b e t e g n e r d e n  v e d  L i g n . ( 1 1 ) b e s t e m t e  V æ r d i a f  M „ i M i d t p u n k t e t a f
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det kvadratiske Element, hvis Sidelinier er Systemlinierne c, d, n —  1 og n. 

For Hjørnet (c, 0) regnes tilnærmelsesvis M = M p(c,d.0,1)- For de System- 

punkter, som ikke ligger i Kanten, bestemmes M„ ved Lign. (21). M an  

linder herved

A2z

for Punkt (c, 0) M = E/ T  = EI, d, = 341031 L  108 00736P. 

1+p  X=(1+p) c  H 60906302 0,0736P:

for Punkt (c, 1) M,=—El= —  ^-65427  (1 — 0,2)— 108  P_— 0,0706  P: 
2X2(1+p) 2 42 6090630 2 0307007

or Punkt (c, 2) M.— —  —  —  •  11422(1 —  0,2)- - ---------- =  —  0 0123  P:
2)2(1+p) 2 . 242 60906308 004280

for Punkt(e,4) M ,=—Er, ;=  -15375(1-0,2) 10 =0,0083  P  

4X2(1+u) 4 ‘ 60906303 2

Paa lignende M aade beregnes M,, i de øvrige Systempunkter.

Ved Hjælp al Lign. (18) lindes Vinklen a mellem æ-Aksen og Nor­

malen til det Hovedsnit, i hvilket det største Hovedmoment M 4 optræder, 

og ved Hjælp al Lign. (19) findes Hovedmomenternes Størrelse.

Punkt (c, 0) tg  2a =  =  00; 
6 M x — M 

da Mø er negativ, maa a ligge i 2den Kvadrant, hvorved man linder 

a  =  135°,

M2 == Mx + M, tg a = + 0,0736 P, 

Mx = Mg — Mo tg a = — 0,0736 P.

Punkt  (c, 1) a =  135°,

M1 = + 0,0706 P,

M2 == 0,0706 P.

Punkt (e,4)
12Mo — 2 0,0083
g 2a - Mx — M, = 0,0060 — 0,0433 = = +0,445,

C =  1020,

M  =  M x + M tg  « =  (0,0060  —  0,0083 tg 1020)  P  =  +  0,0451 P, 

M2 = M, — Mø tg  a =  (0,0433  +  0,0083 tg 102  °)  P =  + 0,0042  P.

Paa lignende M aade beregnes Hovedsnittenes Retning og Hoved- 

momenternes Størrelse i de øvrige Systempunkter.

De fundne Resultater er opstillet i Tabellen Side 58, hvor der er 

anvendt følgende Betegnelser: 

z =  Nedbøjningen.

Mx = det bøjende M oment pr. Længdeenhed i Snit 1 x-Aksen.

My = > — — > —  i » 1  y-Aksen.

Mw = det vridende M oment pr. Længdeenhed.

M1 == det største Hovedmoment pr. Længdeenhed.

M 2 = = » mindste —  » _

C = Vinklen mellem æ-Aksen og  Normalen til det Snit, hvor M, optræder. 

R Reaktionen beregnet som Enkeltkraft i Kantsystempunkterne.
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Plade, simpelt understøttet langs alle lire 
Sider, belastet med en Enkeltkraft P i 
Punkt (c/,2).

Poisson’s Forhold u = 0,2.

0 1 2 3 I 4 5 6

_ -

z. 0 0 0 0 0 0 0
M X 0 0 0 0 0 0 0
M 

y 0 0 0 0 0 0 0

C
M V — 0,0736 — 0,0706 — 0,0123 + 0,0427 + 0,0368 4- 0,0279 + 0,0246 P

M, + 0,0736 + 0,0706 + 0,0123 + 0,0427 + 0,0368 + 0,0279 4- 0,0246 »
M.

2 — 0,0736 — 0,0706 - 0,0123 - 0,0427
| - 0,0368

- 0,0279 - 0,0246 »
a 135° 135° 135° 45° 45° 45° 45°

« — 0,147 + 0,107 + 0,448 4- 0,115 + 0,032 4- 0,008 — 0,049 p

z 0,00245 0,00470 0.00327 0,00186 0,00082
P 

P_ 
El

M X 0 + 0,0262 | + 0,1780 i + 0,0226 — 0,0027 - 0,0035 0 P
M 

y
0 + 0,0950 + 0,2273

+0,1163
4- 0,0542

| + 0,0213
0 »

d
M V — 0,0362 - 0,0307 — 0,0077

+ 0,0142
4- 0,0181 + 0,0165

+0,0154
»

M, + 0,0362 + 0,1067 + 0,2285 4- 0.1184 |4- 0,0595 4 0,0295
+0,0154

»

Mx — 0,0362 + 0,0145 + 0,1768 + 0,0205 - 0,0080
— 0,0117

- 0,0154
a 135° 111° 99“ 82° 74° 63° 45°

R 4 0,176 |4- 0,033
P
72 PC
El

z 0 0.00241 0,00408 0,00344 0,00220 0,00103 0

M X 0 + 0,0354 + 0,0963 + 0,0345 4- 0,0060 - 0,0009 0 P
M 

y 0 + 0,0439 + 0,0648 4- 0,0644 4- 0,0433 4- 0,0205 0 »

e
M + 0,0166 + 0,0188 4 0,0012 - 0,0151 - 0,0083 - 0,0037 - 0,0024

+ 0,0166 + 0,0590 + 0,0963 4- 0,0707 4- 0,0451 4- 0,0211 + 0,0024 »

Mx — 0,0166 4 - 0,0203 + 0,0648 + 0,0282 4- 0,0042 — 0,0015 - 0,0024 »
a 45° 51° 20 113° 102° 100° 135°

R + 0,097 4- 0,034 | P
—

72
z 0 0,00134 0,00220 0,00201 0,00137 0,00066 0 P_ 

El
M. 0 + 0,0207 + 0,0412 4- 0,0215 + 0,0063 4- 0,0008 | 0 I P
M 

y
0 + 0,0143 + 0,0194 + 0,0252 4- 0,0206 4- 0,0109 0 »

f
M 

V
+ 0,0362 + 0,0307 4- 0,0077 - 0,0142 — 0,0181 — 0,0165 — 0,0154 »

M, 1 + 0,0362 + 0,0484 + 0,0436 4- 0,0377 + 0,0329 4 0,0231 + 0,0154
»

M i — 0,0362 - 0,0134 4- 0,0170 + 0,0090 — 0,0060 - 0,0114 - 0,0154 »

a 45« 42° 18° 131° 124° 126° 135°

R + 0.038 4- 0,019 P

0 0 0 0 ° ° 0

Mx 0 0 0 0 0 0 0

M y 0 0 0 0 0 0 0

9 M, 
M,

+ 0,0404

+ 0,0404

+ 0,0330

+ 0,0330

+ 0,0099

4- 0,0099

— 0,0125

4- 0,0125

— 0,0202

+ 0,0202

— 0,0205 I

+ 0,0205

— 0,0199

+ 0,0199

p 

»

M, — 0,0404 — 0,0330 — 0,0099 — 0,0125 — 0,0202 — 0,0205 — 0,0199 »
a 45° 45° 45° 135° 135° 135° 135°

R — 0,081 + 0,044 + 0,082 + 0,053
4- 0,024 | 4- 0,009 | - 0,040 p
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§ 11. Kantbetingelserne ved Plader, hvis Kanter ligger uden for 

Understøtningerne.

Det har hidtil været forudsat, at Pladen var simpelt understøttet 

paa laste eller eftergivelige Understøtninger langs Kanterne. Selv om 

denne Forudsætning sjældent vil være helt i Overensstemmelse med 
Virkeligheden, vil den i de fleste Tilfælde give tilstrækkelig nøjagtige Re- 
sultater. 98

Der kan imidlertid forekomme Tilfælde, hvor man ønsker at opnaa 
en større Nøjagtighed, og man maa da tage Hensyn til de særlige For­
hold, som fremkommer, naar Pladens Kanter ligger uden for Understøt­

ningerne. Dette bør man saaledes gøre, hvor man ønsker at verificere 
Beregningen ved Forsøg, og disse Forsøg udføres saaledes, at Kanterne 

a Pladen ligger uden lor Understøtningerne.

Fig. 20 fremstiller en Plade, som er simpelt understøttet paa faste

Fig. 20.

eller eftergivelige Understøtninger i Systemlinierne c og 0. Pladens Kan- 

ter ligger uden lor Understøtningerne i 
Alstanden a Ira Linie O og i Afstanden 
3 fra Linie c.

Kantbetingelserne udledes paa lig­
nende Maade som i § 6. . I Fig. 21 
ligger Punkterne e2, a, f b og go i Kan­

ten af Pladen. For det punkterede Kant- 
ement virker baade Belastnin gen og

,Reaktionen i Punkt f.
Ved Projektion, paa en Linie vinkelret paa Pladens Plan faas

{Qbd Oa) (4 Ag + ß) + QaAx = P -- R. (27a)

lor Elementet effier laas ved at tage Momentet om Linie a_ c

(M=- Mø) (Ay +ß + M Ar =- Q.Ax (4A + ß, (28a)

hvor Mxr er Middelværdien af Mx paa Strækningen 7 6

For Elementet f29291ft faas



6 0§  1 1 .

(Mx — Mx-) (1Ay +  ß )  +  MaAx = — QwuAx (1Ay +  ß ) .  ( 2 9 a )

A f  L i g n .  ( 2 8  a )  o g  ( 2 9  a )  u d l e d e s

Qba Qac_ (Mxe 2Mzf + Mxg , Mod Mvc 1 ) ( 3 0  y  

A x ( A x z 1 A x ' 1 A y  + ß / ( 8 0 a )

F o r  E l e m e n t e t  ab d1c1 f a a s  v e d  a t  t a g e  M o m e n t e t o m  L i n i e  c — d

(Mwh — M4y) Ax + (Mød — M) Ay = — Qea AxAy, 

e l l e r

1  (Myh Mf 1  ! Mod Mvc 1  \  

A y ( t y Ay A x Ay// 

A f  L i g n .  ( 2 7  a ) ,  ( 3 0  a )  o g  ( 3 1  a ' )  f i n d e s  •

( A y + ß  M x e — 2 M x y + M x g  2 ( M w u — M . c )  1  M w a — M w y  1 \  P - R  

( A y Ax2 A x A y  Ay Ay/ AxAy a )

M a n  k a n  a l t s a a  d a n n e  L i g n .  ( 3 2  a )  a f  L i g n .  ( 3 2 ) , n a a r  m a n  p a a  v e n s t r e  

S i d e  a f  L i g h e d s t e g n e t  i L i g n .  ( 3 2 )  t i l f ø j e r  S t ø r r e l s e n

B Mxe—2M x/ +Mzg M 1 )  

Ay A x -  Oufi  A y 3 1

1

I d e n n e  S t ø r r e l s e  v i l  L e d d e t  Myf. , . 

A y 2

s æ d v a n l i g  v æ r e  s a a  l i l l e , a t

m a n  i k k e  b e h ø v e r  a t m e d t a g e  d e t  i B e r e g n i n g e n . I  F i g .  2 0  h a r  m a n  

n e m l i g  M2 =  0  l a n g s  d e n  m e d  L i n i e  c  p a r a l l e l l e  K a n t , o g  d a  d e r  i k k e  

v i r k e r  n o g e n  y d r e  K r æ f t e r  u d e n  f o r  L i n i e  c, s a a  v i l  M i d d e l v æ r d i e n  a f  

My i d e n n e  L i n i e  v æ r e  N u l . D e n  F e j l , m a n  b e g a a r  v e d  i F i g .  2 1  a t  

r e g n e  Myf =  0  i d e t  v i l k a a r l i g e  K a n t e l e m e n t , v i l d e r f o r  k u n  h a v e  r i n g e  

B e t y d n i n g .

L i g e s o m  i L i g n .  ( 3 4 )  i n d f ø r e s  M o m e n t e r n e  u d t r y k t v e d  N e d b ø j n i n -  

g e r n e . F o r  E l e m e n t e t  abdc i F i g .  2 1  s k a l  m a n  d a  p a a  v e n s t r e  S i d e  a f  

L i g h e d s t e g n e t  i L i g n .  ( 3 4 )  t i l f ø j e  S t ø r r e l s e n

B Mxe — 2Mxf + Mxg A 4 z

A y A x 2 i El 0  NAy A x 4

M a n  f i n d e r  h e r v e d

/  B  \ A 4 z  .  . A 3 z 1  
( 1  —  u 2  3  +  + 2 ( 1  - p )  —  . X

A y / A x 4 2 A x 2 A y  A y

( A a  1  A 2 z  \  1 1 —  2  P — R  

A y 2 1 A x 2 / A y 3 EI A x A y

( 3 4 a )

A 4 z  
h v o r  D i f f e r e n s k v o t i e n t e n

A x 4

A 2 z A 2 z  :  D  

o g  — 5  t i l  P u n k t  h.
A y 2  ° A x 2

h ø r e r  t i l

A 3 z

P u n k t  f, X 
A x 2 A y

t i l P u n k t  fi o g
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Forudsættes Ax _  Ay =  X, faas for det vilkaarlige Kantelement 
(ved Punkt (c, n), Fig. 20)

d

€

+(-4u3) 

+a-p

n— 2 n  —  1 11 n +1

-(4-2u—2u3) 

-  0  (4—413)

+(8— 4P— 3u3)

+  X  (6-6^)

-(4—2u—2u3) 

; i !..

+(2-p) -(6-2p) +(2-p)

+1

n  +  2

H+G-413)

+X (1—13)=(-PXP-R)* (35a)

—__ ‘EI ‘

For det næstyderste Kantelement (ved Punkt  (c, 1), Fig. 20) skal 
der ligesom for det vilkaarlige Element paa venstre Side af Ligheds- 
tegnet i Lign. (34) tilføjes Størrelsen

( A  Ait 

hvor man for Punkt (c, 1) har

A  Ax  2 Co + 5  C1 4 C2 +  Cg.

Forudsættes Ax =  Ay =  X, bliver Ligningen herved

0 1 2 3

c

(3-21—13)

-8  (2-2^) 
A

+(8-4u-gu3)

+  X (5—513)

-(4-2u-2u3)

- 2(4-4p)

+1-1)  

+Ra-p)  

A

d +(2-p)
—  (6 —  2p) +  (2-  1)

e
+1

, X2 
(1—12)(P—R) (36a)

EI C 1/

a

0,

g,

Fig. 22.

b e, 

4 e
I 

di/  -|------  

2: L

For Hjørneelementet a bdc (Fig. 22) bliver Projek 
tionsligningen

g

Oba  (Ay +  ß)+ Qea(Ax  + a) =  P — R, (37a) 

hvor P og R antages at virke i Punkt o. For Ele­

mentet a1eff ci faas ved at tage M omentet om Linie 
b—d

(Mxe Mxo) (4] Ay + ß) + My Ax = — Qo Ax (4 Ay + ß) (38a) 

For Elementet a^h gi laas ved at tage M omentet om Linie c— d

(Myg Myø) (4 Ax +  a) +  MwAx = — QeAy (- Ax -|-a) (39a)

Af Lign. (37 a), (38 a) og (39 a) faas



§  11. 62

4A g+B  Mxe—Mxo.12M .14A x+a .Myg—Myo.11  P — R .
Ay Ax Ax od AxAy Ax Ay Ay AxAy (40a)

Ligesom m an i Lign. (32 a) satte Myr =  0, vil m an her m ed tilstræ kkelig  
Tilnæ rm else kunne sæ tte My. = 0 og Mxo = 0. Lign. (40 a) laas altsaa, 
naar m an paa venstre Side af Lighedstegnet i Lign. (40) tilføjer Stør­
relsen

/  B 1 a  1  \  —  +  M yg  
A g  A 2 Lx  Ay2)

U dtrykkes M om enterne ved N edbøjningerne, skal m an for Elem entet  
abdc i Fig. 22 paa venstre Side af Lighedstegnet i Lign. (41) tilføje 
Størrelsen

_(ß.M  1 C  N .1  1-2 Ê .A z 1 a zz 1  
A g “ A x2 A x B 9A y2/ El Ay A x8 A xs A x Ay2 Ay3

M an linder herved

. B  \A %  1 A % 1 I 
( L)  (4  tg /A s A 3 F20 LA A g æ A g

1 1-2  P-R [ (41a)  

Ay2 EI AxAy’)

A 2z 
til Punkt e, —  — ? — til Punkt d

A xA y 08

herved for H jørneelem entet (ved

+(1 — 13  )*+  X  
AxAy2 

, i  1 x Aaz ,hvor D ifferenskvotienten — - hører 
A x2

A 2z
— 5 til Punkt q. Åy2 9 

Forudsæ ttes A x =  Ay =  À , faas
Punkt (c, 0), Fig. 20)

For et vilkaarligt Elem ent i næ styderste R æ kke (ved Punkt

1 2

c
+ (3-2u —p3)  

a+ß 12) 
+  X  (—  #  3)

= $
 

C
N

 

1 
•

 

z
a

k

+  (i  —  gu°)

+ (-p)  

A

d

X
a 

C
 

N
 

5
 = 

>
 —

‘ N +  (2  —  2p) =(1-PF-R )  C  T (42a)

e

LI 1121  122)

+--)

(d , n), Fig. 20) gæ lder Lign. (13). For Punkt (d ,n) er den V æ rdi af

der indgaar i Lign. (13), ligesom i § 6 udtrykt ved

A tz
A y4
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§ 12.DCBA

Naar Az _ Ay = X, gælder Ligningen (43)

goelder o sic Diagonalelement <™d Punkt(d, 1), Fig.20)
8 062 tinder 1 orudsætning af kvadratiske Elementer.

en ensformig for-

ørnerne. I § 8

§ 12. Hjørnernes Opbøjning.

, I Exemplet i § 7 fandtes for den kvadratiske plans 
pelt understøttet langs alle fire S: . .' ske Plade, som var sim-
delt Belastning atES alle fire Sider og belastet med en ensformig for-
som hindrede Pladen i i U ■ erne maatte virke negative Reaktioner,
fandtes C Pladen i at bøje sig op 1 Nærheden af Hi

2 ilts Hjørnereaktionen udtrykt ved Lign (4 i « 
forekommende Tilfælde vil Yed gn. (16). 1 de fleste i Praxis 
Hader, som understøttes langs deTire SiderVare ikl rektatgulre 
9O# IINF e oc ogsan har vareret antaget i ExeuplerueI 882 
være Nul alle Kantsystempunkternes Nedbøjninger forudsattes a

■ 23 viser Hjørnepartiet af en Plade, som hviler paa Under 
elder- 

støtningerne i Systemlinierne c og 0. 
Pläden er ikke fastholdt til Understøt-

Fig

e

Fig. 23.

fra Understøtningen, maa man

ningerne og kan derfor frit bøje sig op. 

Ved Beregningen af Formforandrin­
gerne antages Pladen langs Systemlinien 
c at være understøttet i Systempunkterne 
(c,n), (c,n + 1) o.s. v. Da man ikke paa 
Forhaand ved, hvor Pladen højer sig op 

punkt • i sikre sig, at det yderste Understøtnings
del yderca manindforer i Beregningen, bliver del rigtige. Forudsattes 

imodsat Fald vilde lofte sig op fra Punkte, dersom den Var in Indien 

n : det maa man ved Beregningen tinde, at Pladen bojer Understøtningen i Punkt (c,n — 1), da man ellers vilde aa 
Reaktion ! dette Punkt „g derfor maatte medregne dette til 
ningen. saette TIL

sig op fra 

en positiv 

Understøt-

De lo Grænsetilfælde, inden for hvilke Punkt (c, n) skal 
Beregningen som det yderste Understøtningspunkt, e r altsaa 

1. Reaktionen i Punkt (c n) findes p 0 
2 ._______________ 06 00 Indes A(c, n) = 0.

T - — (c, n—1) —
I det første Grænsetilfælde (R(e,m = 0) vil man finde sanine 

inger, enten man i Beregningen indfører (C,n) eller (c,1 +1) som

indføres i

Formfor-



§  1 3 . 6 4

d e t  y d e rs te  U n d e rs tø tn in g s p u n k t,  o g  i d e t  a n d e t  G ræ n s e ti lfæ ld e  (R(e,n—1) = 0 ) ,  

v il m a n f in d e  s a m m e F o rm fo ra n d r in g , e n te n  m a n  b e tra g te r  (c , n— 1 ) e lle r  

(c , n ) s o m  d e t y d e rs te U n d e rs tø tn in g s p u n k t.

§ 1 3 . Sammenligning med Forsøg af Bach og Graf. 

Kvadratisk Plade.

I d e t fø lg e n d e E x e m p e l b e h a n d le s e n k v a d ra tis k  P la d e , h v is K a n te r  

l ig g e r u d e n fo r  U n d e rs tø tn in g e rn e . A fs ta n d e n m e lle m  U n d e rs tø tn in g e rn e  

e r i b e g g e  R e tn in g e r I, o g K a n te rn e l ig g e r o v e ra lt i A fs ta n d e n 1 0  I u d e n

rø r in g m e d U n d e rs tø tn in g e n , 

r ig tig , e r a n g iv e t i §  1 2 , o g  d e t

fo r U n d e rs tø tn in g e rn e . P la d e n  e r ik k e  

fa s th o ld t t i l U n d e rs tø tn in g e rn e o g  k a n  

d e rfo r f r i t b ø je s ig o p i N æ rh e d e n  a f  

H jø rn e rn e . F ig . 2 4 v is e r e n s a a d a n  

P la d e , i h v ilk e n  S y s te m lin ie rn e  e r in d ­

la g t m e d  A fs ta n d e n X  =  à l . A fs ta n d e n  

m e lle m  U n d e rs tø tn in g e rn e o g K a n te n  

e r a lts a a a  =  ß  =  i l =  g X . P la d e n  

læ la s te s m e d  d e i F ig . 2 4 v is te 1 6 l ig e  

s to re E n k e ltk ræ f te r P.

P la d e n a n ta g e s a t b ø je s ig o p i 

N æ rh e d e n a f H jø rn e rn e , s a a le d e s a t  

P u n k te rn e (c , 0 ) o g (c , 1 ) ik k e h a r B e -  

B e tin g e ls e n fo r , a t d e n n e A n ta g e ls e e r  

s k a l s e n e re , n a a r N e d b ø jn in g e rn e e r b e -  

re g n e t, u n d e rs ø g e s , o m  d e n e r o p fy ld t .

D iffe re n s lig n in g e n  s k a l d a o p s ti l le s fo r fø lg e n d e P u n k te r , h v is N e d -  

b ø jn in g e r e r u b e k e n d te : 

(c , 0 ) , (c , 1 ) , 

(d , 1 ) , (d , 2 ) , (d , 3 ) , (d , 4 ) , 

(e , 2 ) , (e , 3 ) , (e , 4 ) , 

æ  3 ) , (ß , 4 ) , 

(g , 4 ) .

F o r P u n k t (c , 0 ) o p s k r iv e s L ig n . (4 2  a ) o g fo r P u n k t (c , 1 ) L ig n . (3 6  a ) . 

F o r d e ø v r ig e P u n k te r g æ ld e r d e  s æ d v a n lig e L ig n in g e r , s o m  e r a n g iv e t 

i T a b e lle n p a a S id e 4 6 — 4 7 . H e rv e d  fa a s d e p a a S id e 6 5 o p s ti l le d e 1 2  

L ig n in g e r (4 7 ) .

B a c h  o g  G ra f* ) h a r u d fø r t B e la s tn in g s fo rs ø g m e d k v a d ra tis k e J e rn -  

b e to n p la d e r , u n d e rs tø tte d e o g  b e la s te d e  s o m  i F ig . 2 4 . P la d e rn e s  S p æ n d ­

v id d e e r 1 = 2 ,0 0 m  i b e g g e R e tn in g e r , o g K a n te n l ig g e r o v e ra lt ^  / 

= 0 ,0 5  m  u d e n  fo r  U n d e rs tø tn in g e rn e . N e d b ø jn in g e n  m a a lte s  i P u n k te rn e  

(c , 0 ) (c , 2 ) (c , 4 )  

(e , 0 ) (e , 2 ) (e , 4 )  

(g ,0 ) (g ,  2 ) (g ,4 )

* ) V e rs u c h e m it a lls e it ig  a u f lie g e n d e n , q u a d ra tisc h e n u n d re c h te c k ig e n E ise n b e to n -  

p la tte n , D e u ts c h e r A u s s c h u s s fü r E ise n b e to n , H e ft 3 0 , 1 9 1 5 .
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(8+)

0 =
‘ 0 =

0 =

13 ((eti-1) = 
gY

0 =

ad(en-1) =

0 =

X2 

E l

0

(1—p2) P

0

0

% 

7

8 4 +

294 =

894 =

—( 6  -2 p )  d1+(3—p )  d2

+-18d, —16dg+  2d, +  2e,

8d, +214 -  &da+ 4 -  8e+Beg

+  di - 8 d ,+ 2 0 d -  84 +  2 e ,-  8ea +  2e +  Fa 

+ 2d,-16d,-+19d, +  4 e - 8 e  +

+  24, - 1 6 4 +  4d8 +20e2-16es +  2 e +  2 /

+  3da -  8d8+  2 d -  8ea+2 3 e - 8 4 -  8 /+

—8+2e2-16e8+20e4+

2e2—16eg+ 4e4+22f—16f4+

4—1 6 7 + 2 5 7 4 -

4e +  8/8—32/4+2094 =

— 894 = 3 0 ( 1 - 2 )  p

==10

==32

= 3 0

=  0

=146210 (1 -  13) P  2
E l ’

z\

==(7620—2540p) (1 —u 2 )p

8d4+

d.

—16e2

2

—48d2+12dg

32d2+36d3

+32dg

+10d1

—3 2 d

(-20-1,400) ̂  ( . - 5 —3,010)91—(4,8-2u-2,8p)q +(0,7-0,79)4

+( 4-2p) cg

-  6 —2 )  c 2 + (  2 -  p ) c

( 2 -  p )C2 _ ( 6 -2 p )e + ( 2 -  P)& 

( 4-2p) c8—( 6 - 2 p ) c  

202

cg

-(12—4 p )c  

(3-1)4

(2 —2p)c

‘8) —(1 ‘) -

N
ie

lse
n
 : 

S
p
æ

n
d
in

g
e
r 

i 
P

la
d
e
r.

(f, 3)

(+7)

(fö)

o (Hg - 2)- (1—9 )-&2 (n
02 (1+—+)

- ( 5-3u)cg—(2-  M)c

-(1 8 -6 )  c ,- (5 -  1) &

- ( 1 8 - 6 p ) c —( 5 — | ) &

7 u 3 )  C3 —(60— 20p) d1+(30—1 0 p )  dg 

+ 10  dx

(14—4u) c9

+ ( 7 - 3 ^  c2

— ( 1 — M) C2
( 2 4  81)1

(4 -  4p) co

(34 -201-14p2) C0-(105—50u—3512)c1-(48—20p—2813) Ca+(7

+(7+7u)  cg
(17+ 71) c  - (34+14p) c iC -188*)6/(8521+51572490) e-01770924-124012) -(19460+1620,) q-(7050-1110p)6 

-(4611-+-14736+16732,7)6,-(2712-28772--19614,)6-(15996—1610y-12492853,1710—120 e e
" 1 2 0 9 7 7 1 0 1 7 0 8  477012) C8—(900—480u+60u2) c4
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og i de hermed symmetriske Punkter med Hensyn til Midtlinierne g 

og 4.
Ved Hjælp af Ligningerne (47) kan man nu beregne Nedbøjningerne 

i disse Punkter. Punkterne (c, 2), (c, 4), (e, O) og (g,0) er beliggende paa 

Understøtningerne, og Nedbøjningen 92 = e4 paa Grund af Symmetrien 

om Diagonalen. For at kunne sammenligne Beregningsresultaterne med 

Forsøgsresultaterne gælder det derfor kun om at beregne Nedbøjnin­

gerne C0, e2, ej og 91- Dersom (c, 2) er det yderste Systempunkt, i hvilket 

Pladen har Berøring med Understøtningen, maa man imidlertid ved 

Beregningen finde, baade at Reaktionen i Punkt (c, 2) er positiv, og at 

Pladen bøjer sig op fra Understøtningen i Punkt (c, 1). Man faar derfor 
ogsaa Brug for Nedbøjningerne C1, d1, d, og dg.

Ved at eliminere d, es, fi og f. af Ligningerne (47) faas de 8 Lig­

ninger (48).

Da man ved Beregningen kun ønsker at finde de forskellige Punkters 

indbyrdes Højdeforskel, kan Nedbøjningerne maales fra en vilkaarlig 

vandret Plan. Man kan da indføre c1 =0, hvorved Nedbøjningen tænkes 

maalt fra en vandret Plan gennem Midtpunkterne af Understøtningerne.
I Ligningerne (48) fremstiller C9, Cg og c4 Pladens Nedbøjning langs 

Understøtningerne eller disses lodrette Forskydning.

Ved Sammenligning med et bestemt Forsøg kan man i Beregningen 

indføre de ved Forsøget fundne Nedbøjninger C2, Cg og Cl. For symme- 

trisk beliggende Punkter tages Middelværdien af de ved Forsøget fundne 

Nedbøjninger. C2 regnes saaledes at være lig med Middelværdien af de 

maalte Nedbøjninger i Punkterne (c, 2), (c, 6), (e, 0), (e, 8), (i, 0), (i, 8), (k, 2) 

og (k, 6). Dersom man i Beregningen indfører C4 = 0, maa alle de 

maalte Nedbøjninger formindskes med Middelværdien af de maalte Ned­

bøjninger i Punkterne (c, 4), (g, 0), (g, 8) og (k, 4). Nedbøjningen Cg er 

ikke fundet ved Maaling. Man kan imidlertid regne, at Nedbøjningerne 

C2, Cg og c4 fremstiller Ordinater til en Parabel med vandret Tangent i 

Punkt (c, 4). Indføres c4 = 0, bliver altsaa C8 = 1 Cg.

Ligningerne (48) er ordnede saaledes, at man for forskellige Værdier 

af p (f. Ex. ved efterhaanden at sætte u = 0, u = 0,1, u = 0,2. • • •) af 

de to sidste Ligninger finder C0 og C1, hvorefter man af de øvrige Lig­

ninger finder d1, d2, dg samt E2, e og 94, svarende til den Værdi af p, 

som indføres. Man vil herved være i Stand til at finde den Værdi af p, 

som giver den bedste Overensstemmelse mellem de maalte og de be­
regnede Nedbøjninger.

For p = 0 og C2 = C3 = c. = 0 lindes saaledes følgende Nedbøjninger:

0 1 2 3 4

C — 0,02152 - 0,00698 0 0 0
PI2 

El

d + 0,01284 + 0,02574 + 0,03273 »

e + 0,04500 + 0,06042 »

f »

+ 0,08231 »
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B Ifø lge L ign. (35  a ) findes R eaktionen i Punkt (c, 2) for P  =  0  og  m ed
=  =  0 ,2  af  8e
A

0,7 C 4,8 c +2 d, — 6 d, +2d +e, = =R 1.
Heraf faas R P 2 64E1 R  == —  0 ,01  P.

D a R eaktionen i Punkt (c, 2) viser sig at væ re negativ , skulde  
saa for H  =  0 have indført (c, 3) i Stedet for(c, 2) som det yderste U nder 

stø tn ingspunkt. R eaktionen i (c, 2) afviger dog kun ubetydelig t fra Ider 

og m an vil altsaa tilnæ rm elsesvis finde de sam m e R esultater at  fra N u ’ 
indforer(c, 2) eller (c, 3) som det yderste U nderstø tn ingspunkt iten  m an  

vil Pladens O pbojning i N æ rheden af H jørnerne væ re m indre end^  for

• og m an vil da faa positive R eaktioner i Punkt (c 2 ) A T d  sidste  af L ign. (48) findes saaledes for C  =  c  =  C 2  A T de  to  
1  =  0,2 og  p  =  0,4 svarende V æ rdier af c O R c som ■ M 0, 
staaende T abel C o 08 C som  angivet i hos-

P - %
C

------- -

0 | —  0,0215 —  0,0070 (1 _  ^ PP
-"EI

0,2 -  0,0165 —  0,0049 »  »

0,4 | —  0,0116
—

—  0,0026 » »

For alle V æ rdier af p fra 0 til 0,5  
derstø tn ingen i punkt (c, 1). Punkt 

(c,2) skal da indføres i B eregningen  

som  det yderste U nderstøtn ingspunkt, 
saaledes som det liar væ ret forudsat 
i L ign. (48).

For den i Fig . 24 viste Plade blev  
B eregningen udført m ed A = B e­

regningen kan ogsaa godt udføres m ed  
X 1 (F ig . 25), hvilket vil væ re be­
tydelig t sim plere. R esultaterne bliver

vil Pladen bøje sig op fra U n-

Fig. 25.

naturligvis ikke saa nøjagtige som  
m ed 1=4  dels fordi Pladen er ind- 
delt i større E lem enter, dels fordi 
K ræ fterne ikke virker i System punk-

ferne, hvilket forst opnaas ved at oplose hver af Kræfterne p i fire K ræ f 

a angivne Ligninger gælder for Punkterne (e,2), (e,4) Og (9. 4).

det A À 0’1 ’ faas herved fø lgende fire L igninger:

5*
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(3,2-2p-1,2u3)c6-(6,4-4u—2,4p2)c,+(1,2—1,2u3) c,+(2-2u)e9 =4(1-19) P Er
(2-2p)c -(12--4p)c,+(4-2p)c +20e,-16e,+ 29.-1 » > ,

(6-2u)c. -(6-2u)c, -16e +24e - 89.=1 » >,

4c4 +8e,-32e +20g,=1» ».

For u = 0 og c2 = C. = 0 findes heraf følgende Nedbøjninger:

(49)

0 2 4

c - 0,0227 0 0
Pl=

El

e 0,0441 0,0582 »

g 0,0786 »

Ved Sammenligning med de Nedbøjninger, som fandtes med À = gi, 
ses, at Nedbøjningen midt i Pladen findes for lille og Opbøjningen i 
Hjørnet for stor, naar man regner med 1=11; men Forskellen mellem 
Resultaterne er baade i Midten og i Hjørnet kun ca. 5°/0.

Reaktionen i Punkt (c, 2) bestemmes for p = 0 og \ = 0,1 ved Lig­

ning (36 a),

----0,4 Co ----- be, - - OCA -----( 1 1)2 1 4 2 16EI

hvoraf
R = 0,79 P.

Da Reaktionen er positiv, er altsaa (c, 2) det yderste Understøtningspunkt, 
saaledes som det var forudsat i Beregningen.

For C == & = 0 findes følgende sammenhørende Værdier af p og co

M Co

0 — 0,0227
PP 

(1 - p3) 
-EJ

0,2 — 0,0178 » »

0,4 - 0,0134 » »

Til Trods for at (c, 0) ved Beregningen med X=1l er det eneste 
Systempunkt, som bøjer sig op fra Understøtningen, og man derfor ikke 
kan vente at finde Opbøjningen med særlig stor Nøjagtighed, saa er der 
dog en god Overensstemmelse mellem de fundne Resultater for X=*l 
og À = 41. Ligesom for u = 0 findes Opbøjningen i Hjørnet ogsaa lidt 
for stor for u — 0,2 og u = 0,4, naar man anvender X —^1, og Fejlen 
er størst ved de største Værdier af u.
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, , For en enkelt af F o rsøg sp lad erne , P lad e N r. 8 2 6 * ), p aav irk et af B e  
lastningen 16 P = 9000 kg, udføres Sammenligningen mellem de liane 
og de beregnede Nedbøjninger. Den første Revneviste sig i Pladen veg 
Belastningen 16 P =15500 k g . V ed det Belastningstilfelde, som skal 
u dersøges, er d er a ltsaa en d n u ik k e in d traad t  R ev n er, o g  S p æ n d in g ern e  

ligger under B eto n en s T ræ k b ru d sty rk e. Der medtages kuh de elastiske 
N edb ø jn ing er. N ed b ø jn in g ern e c c e e stiske 
M id d elts lle tfa J S  . ’ 4> e2 , 6 4 0 8  9 4 b estem m es so m  
Middeltalet af de symmetrisk beliggende P u n k ters  Nedbøjninger. Sætter 
man C  =  0 ’ idet N ed bø jn in g en m aales fra en v an d ret P lan gennem 
Punkt (c , 4 ), b liv er h erv ed d e m aalte N ed b ø jn in g er se

0 2 4

-------- .

C —  0 ,0 0 9 5 - 0 ,0 0 1 1 0 cm

e +  0 ,0 1 9 3 +  0 ,0 2 7 3 »

g +  0 ,0 3 7 0

V ed B ereg n in g en fin d es N ed b ø jn in g en m ed T iln æ rm else v ed a t an -

v en te 1=12 F o r C g in d lø res d en v ed F o rsø g e t fu n d n e V æ rd i D ette  

g ø res sim p lest v ed a t u d try k k e q  v ed en af d e ø v rig e N ed b ø jn in g er, 

m u ltip licere t m ed en  K o n stan t f E k s r _ 0 ,0 0 1 1  
o n stan t, i. tk s . c ,_ _ _ 0,0370 9 1  =  -  0 ,0 3 0  9 4 - D ette

kan gores, saafremt man ved de Værdier af E og P, der indføres i B e- 

gn gen, o g so m  b ø r g iv e en saa g o d O v eren sstem m else so m m u lig t  

misiictsde male o de beregnede Nedbøjninger, sæ rlig sø rg er fo r, a t 
d en b eregn ed e N ed b ø jn in g 9 4 b liv er lig m ed d en m aalle . In d fø res  

desuden i Beregningen 1 = 200 cm, og, uden Hensyn til P lad en s Jern- 
i ilæ g ’ 1 ~  g -1 1 2 ,2 8  =  1 5 1 cm 4 p r. cm , id e t P lad e ty k k elsen  

laas v ed  A n v end else af L ig n in g ern e (4 9 ) m ed E =  2 6 2 0 0 0  

u 0 ,3 fø lg en d e V æ rd ier a l N ed bø jn in g ern e

er 1 2 ,2  cm , 

k g /cm 2 o g

0 2 4

1 —  0 ,0 1 0 0
—  0 ,0 0 1 1 0 cm

+  0 ,0 1 9 6 +  0 ,0 2 7 0

9 +  0 ,0 3 7 0 »

-

D er er saaled es g o d O v eren sstem m else m ellem  

reg n ed e N ed bø jn ing er.
d e m aalte o g d e b e-

-Deutscher Ausschuss für E isen b eto n , Heft. 30, 1915, Z u sam m en ste llu n g 1 6 .
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§ 1 4 . Sammenligning med Forsøg af Bach og Graf. Rektangulær 

Plade med Mellemunderstøtning.

B la n d t d e F o r s ø g , s o m  u d fø r te s a f B a c h o g  G ra f , f a n d te s n o g le  

r e k ta n g u læ re  P la d e r , d e r u n d e r s tø t te d e s o g  b e la s te d e s s o m  v is t i F ig .  2 6 .

F o ru d e n e n U n d e r ­

s tø tn in g , s o m  e r b e -  

l ig g e n d e  l id t  in d e n  fo r  

K a n te n  la n g s  a l le  l i r e  

S id e r , f in d e s e n  U n ­

d e r s tø tn in g p a ra l le l  

m e d d e k o r te S id e r

l=200cm

L________ ~ —:: -----i -------J ------- ----------------n
P  
‘ o o

P l  
o I o o o °!

I 
I o 

1/9 
-I---------

o

2 0

o 

2/

o I o 

2 2 23

o o
i 

0 I

I o 
0 

4---------

o 

//
0 

/2

I 
o I o 

/3 /
o o

i 
o i

I

I 
lo o

2

o 
J

I 
o ! o 
f 5

o o o ‘ 

-----

/  =  2 0 0 c m  F o l

F ig . 2 6 .

u n d e r M id te n a f

■'S

P la d e n .

A fs ta n d e n  m e lle m  

U n d e r s tø tn in g e rn e  e r  

i b e g g e R e tn in g e r  

1 = 2 0 0  c m , o g  K a n te n

l ig g e r 1 0  1  =  5 c m  u d e n  fo r U n d e r s tø tn in g e n . H v e r a f d is s e P la d e r b e ­

la s te d e s s o m  a n g iv e t i F ig . 2 6  m e d  3 2  E n k e l tk ræ f te r P.

B e re g n in g e n u d fø re s m e d  X = ;  I H v e r a f K ræ f te rn e P e r s ta t te s i 

B e re g n in g e n  a f  K ræ f te rn e  +  P i h v e r t a f  d e  f i r e  n æ rm e s te  S y s te m p u n k te r .  

D e n  v e d  F o r s ø g e n e a n v e n d te  B e te g n e ls e 1 , 2 , 3 .. .  fo r  S y s te m p u n k te rn e  

b ib e h o ld e s ,  o g  N e d b ø jn in g e n  i d is s e  P u n k te r  k a ld e s  h e n h o ld s v is  7 1 , 3 2 , E g  

D e t a n ta g e s , a t P la d e n  b ø je r s ig  o p  f r a U n d e r s tø tn in g e n  i P u n k te rn e  1  

o g  5 . D if fe r e n s l ig n in g e n  s k a l d a  o p s t i l le s fo r P u n k te rn e 1 , 5 , 1 1 , 1 2 ,  

1 3 , 2 0 , 2 1 o g  2 2 . N e d b ø jn in g e n  a f d e ø v r ig e S y s te m p u n k te r , s o m  ik k e  

e r b e l ig g e n d e  p a a U n d e r s tø tn in g e rn e , f in d e s v e d H jæ lp  a f S y m m e tr ie n . 

F o r P u n k t 1 o p s k r iv e s L ig n . (4 2  a ) o g fo r P u n k t 5 L ig n . (3 5  a ) . F o r  

P u n k te rn e  1 1 , 1 2 , 1 3 , 2 0 , 2 1 o g  2 2  g æ ld e r d e i T a b e l le n p a a  S id e  4 6 — 4 7  

a n g iv n e  L ig n in g e r . H e rv e d  f a a s  d e  p a a  S id e  7 1  a n g iv n e  8  L ig n in g e r  (5 0 ) .

B e re g n in g e n  u d fø re s m e d  u  =  0 ,2 , s o m  in d s æ tte s i L ig n . (5 0 ) , h v o r ­

v e d  m a n  f a a r d e p a a S id e 7 1 a n g iv n e L ig n in g e r (5 1 ) .

V e d  L ø s n in g e n  a f L ig n in g e rn e (5 1 ) f in d e s  N e d b ø jn in g e rn e  i S y s te m -  

p u n k te rn e , h v o re f te r  d e  b ø je n d e  M o m e n te r  b e re g n e s  v e d  H jæ lp  a f  L ig n . (1 1 )  

o g  R e k t io n e rn e  v e d  L ig n .  (3 5  a ) o g  (3 6  a ) .

B e la s tn in g e n k a n  e r s ta t te s a f  e n  e n s fo rm ig  fo rd e l t B e la s tn in g  p, b e -  

s te m t v e d  1 6  P = pl2. R e a k t io n e rn e u d try k k e s p r . L æ n g d e e n h e d  a f U n ­

d e r s tø tn in g e n  v e d  a t d iv id e re  d e R e a k t io n e r , s o m  f in d e s i S y s te m p u n k ­

te rn e , m e d  + l.

F o ru d s æ tte s U n d e rs tø tn in g e rn e f a s te , k a n m a n i L ig n . (5 1 ) s æ t te  

2 9  =  2 8  =  2  =  7 1 0  =  7 1 4  =  7 1 9 =  7 2 3 =  0 . H e rv e d  f in d e s fø lg e n d e  V æ rd ie r  

a f N e d b ø jn in g e r , b ø je n d e M o m e n te r o g  R e a k t io n e r (S id e 7 2 ) :
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Punkt...............................

Nedbøjning.....................

Moment Mz (Snit Ix)...

» My (Snit l y)...

Reaktion .........................

19

0

0

0

0,471

20

+ 0,00259

+ 0,0368

+ 0,0281

21

+ 0,00324

+ 0,0378

+ 0,0346

22

+ 0,00196

+ 0,0144

+ 0,0183

23

0

0,0652

— 0,0130

1,178

pl4 

El 

pl2 

> 
pl

Punkt............................... 10 11 12 13 14

Nedbøjning..................... 0 + 0,00195 + 0,00240 + 0,00147 0
pë 

El
Moment M2 (Snit 1 x)... 0 + 0,0293 + 0,0281 + 0,0125 0,0476 pl

» My (Snit 1 y) ...

Reaktion.........................

+ 0,0127

0,235

+ 0,0267 + 0,0305 + 0,0184 — 0,0024

0,814

» 

pl

Punkt............................... 1 2 3 —
5

Nedbøjning..................... - 0,00079 0 0 0 — 0,00045
pl 

EI
Moment Mz (Snit Lx)... 0 + 0,0127 0 + 0,0072 - 0,0143 p12

» M (Snit Ly)... 0 0 0 0 »

Reaktion......................... 0,246 0,441 0,140 pl

Pladen bøjer sig altsaa op fra Understøtningen i Punkterne 1 og 5 

som forudsat. Da Reaktionen i Punkterne 2, 4, 10 og 14 lindes positiv, 

er Punkterne 1 og 5 altsaa de eneste Systempunkter, hvor Pladen bøjer 

sig op fra Understøtningen.

For Plade Nr. 940*) sammenlignes de maalte og de beregnede Ned- 

bøjninger. For Belastningen 32 P = 24000 kg, ved hvilken Belastning 

der endnu ikke var fremkommen Revner i Pladen, er de maalte elasti­

ske Nedbøjninger, der lages som Middelværdien af symmetrisk belig­

gende Punkters elastiske Nedbøjning, angivet i hosst. Tabel.

Punkt...............................

Nedbøjning.....................
19

+ 0,0070

20

+ 0,0425

21

+ 0,0560

22

+ 0,0455

23

+ 0,0320 cin

Punkt...............................

Nedbøjning.....................
10

+ 0,0060

11

+ 0,0328

12

+ 0,0428

13

+ 0,0375

14

+ 0,0275 cm

Punkt............................... 1 2 3 4 5
Nedbøjning..................... 0,0063 + 0,0068 + 0,0105 + 0,0138 + 0,0145 cm

Nedbøjningen af de Punkter, som er beliggende paa Understøtnin­
gerne, er altsaa

*) Deutscher Ausschuss für Eisenbeton, Heft. 30, 1915, Zusammenstellung 31.
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72 = 0,0068 cm = 0,120 721 

Es == 0,0105 — = 0,188> 

% = 0,0138 — = 0,246 » 

710 = 0,0060 — = 0,107 » 

14 = 0,0275 - = 0,491 » 

519 = 0,0070 — = 0,125, 

72s = 0,0320 — = 0,571 »

Disse Værdier af 

Ligningerne (51).
Understøtningspunkternes Nedbøjninger indføres i

Med E = 289000 kg/cm2,

I = 12-1• 12,18 = 148 cm4

P = T% pl2,
l = 200 cm,

pr. cm, (Pladetykkelse 12,1 cm),

ved Løsning af Ligningerne (51) følgende Nedbøjninger:lindes

Punkt... 120
+ 0,0421

21

+ 0,0560

22

+ 0,0487

—— =—

Nedbøjning .
cm

Punkt ..........

Nedbøjning .
11

+ 0,0330

12

+ 0,0439
13

+ 0,0395 cm
Punkt...........

Nedbøjning .

1

- 0,0063
5

+ 0,0126 cm

Ved Hjælp af Ligningerne (I1), (35a) og (36a) findes de i nedenstaaende 

label angivne bøjende Momenter og Reaktioner

Som Følge 

tive Mx mindre 

støtninger.

Punkt ..........

Mx (Snit 1x).

My (Snit 1 !) . 

Reaktion....

19 

0 

+ 0,0029

0,487
—

20

+ 0,0366

+ 0,0330

21

+ 0,0387

+ 0,0422

22

+ 0,0194

+ 0,0301

23

— 0,0469

+ 0,0034

1,000

pl2

» 
pl

Punkt .......... 10 11 12 13 14
Mx (Snit L x). 0 + 0,0292 + 0,0288 + 0,0162 0,0325 p12Mx (Snit 1 y).

Reaktion....
+ 0,0161

0,228
+ 0,0305 + 0,0360 + 0,0267 + 0,0083

0,701 pl
Punkt.......... 1 2 3 4 5
Mi (Snit Læ).

My (Snit 1 // .

Reaktion....

0
0

+ 0,0132 I 

0 

0,252

+ 0,0008 

0

0,451

+ 0,0063 

0

0,225

0,0034 pl2

» 

pl

al Mellemunderstøtningens Nedbøjning bliver de nega 

og de positive M større end i Pladen med faste Under-
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I Fig. 27 a og 27 b er Pladens Nedbøjninger fremstillet. Fig. 27 a 

angiver forskellige lodrette Snit, som indeholder Systempunkterne. I

2
0
0
c
m

Fig. 27 b er for den ene Halvdel af Pladen indtegnet Kurver gennem 

Punkter med samme Nedbøjning. De fuldt optrukne Kurver er i 

begge Figurer bestemt ved de beregnede Nedbøjninger, medens de 

punkterede Kurver svarer til de ved Forsøget fundne elastiske Ned­
bøjninger.

Skønt der i Hovedsagen er god Overensstemmelse mellem Forsøgs- 

og Beregningsresultaterne, ses det dog, at de beregnede Nedbøjninger 

i Nærheden af Mellemunderstøtningen er lidt større end de maalte. 

Den største Afvigelse mellem de beregnede og de maalte Nedbøjninger 

findes i Punkt 22, livor den beregnede Nedbøjning er 0,0032 cm større 
end den maalte.

At Nedbøjningerne ved Beregningen findes for store i Nærheden af 

Mellemunderstøtningen kan delvis skyldes den Omstændighed, at Pladen 

her er forsynet med et forholdsvis stærkt Jernindlæg i Træksiden, me­

dens Beregningen er udført under Forudsætning af konstant Inertimo­

ment. Ligeledes er der regnet med konstant Elasticitetskoefficient E, og 

det er muligt, at man vilde komme de virkelige Forhold nærmere ved 

at lade E variere med Spændingerne, saaledes at E er mindst, hvor 

Spændingerne er størst. Man maatte da regne med en forholdsvis lille 

Værdi af E ikke alene omkring Punkterne 20 og 21, livor de største



Isitive Momenter optræder, men ogsaa i Nærheden af Mellemunder- 

støtningen, hvor man har de største negative Momenter. Man vilde 
derfor sandsynligvis ikke faa hedre Overensstemmelse mellem de maalte Og 
de beregnede Nedbøjninger ved at lade E variere, da man med en lille 

mardi af E over Mellemunderstøtningen vikle finde en forholdsvis stor 
Nedbojning i Nærheden af denpe. Beregningen hlev udført under For 

udsætning al at Poissons Forhold u = 0,2. Da denne Værdi giver det 

rigtige Forhold mellem Opbøjningen i Punkt 1 og Nedbøjningen i 

Punkt 21, vil man heller ikke kunne opnaa en bedre Overensstemmelse 
mellem Forsøgsresultaterne og Beregningsresultaterne ved 
anden Værdi af u. at indføre en

Den væsentligste Aarsag til, 
tindes lidt tor store i Nærhede 

edbøjningerne ved Beregningen 
n al Mellemunderstøtningen, maa imidler­

tid søges deri, at Pladens Formforandring i Beregningen udtrykkes ved 
de bøjende Momenter ved Hjælp af Lign. (9). Som omtalt i X 5 vilde 

man opnaa nøjagtigere Resultater, dersom man for Punkterne 14 og 23, 

der er beliggende paa Mellemunderstøtningen, udtrykte As ved de bøi
3 Ax- ce DOJ-

ende Momenter ved Hjælp af Lign. (25) eller Lign (26)



ANDET AFSNIT.

PLADER MED VARIABELT INERTIMOMENT.

§ 15. Opstilling af Differensligningen.

1 § 1 blev Lign. (8) udledet uafhængig af Pladens Inertimoment. 
Denne Ligning gælder derfor ogsaa, naar Pladens Inertimoment varierer. 

Dersom Inertimomentet varierer kontinuerligt, kan Relationerne mellem 
Momenterne og Nedbøjningerne udtrykkes ved Ligningerne (9) og (10). 
Lign. (11), som udledes af Lign.(9) og Lign. (10), vil derfor ogsaa gælde. 

Ligningerne 12 vil derimod ikke kunne anvendes, da det i disse Lig- 
ninger er forudsat, at I har samme Værdi i alle de Punkter, for hvilke 
Værdierne af Mx, M, og M indgaar i Ligningerne.

Man maa derfor gaa ud fra Lign. (11). For det i Fig. (28) viste

punkterede Element udtrykkes den Værdi af

A2Mx
Ax2 ‘ som indgaar i Lign. (8), ved

A3Ms(7,n 1
Ax- — Zxs (Mx/,n-1) — 2M= ((,n) + Mx ((,n+1)), 

hvor

AxstHAy2
Mx (f,n-1) — Elf.n-1) -----1----2

1 — u2

A2 A2z

Mx(f.n) — -----BT(f, n)

Ax2t Ays

1 — p2

Az A2z

Mx if,n +1)- -- EIf.n+1)
2 T u

1 — u2

1 disse Ligninger betegner Størrelserne Irr, n-1), I(,n) og I, n +1 Pladens 

Inertimoment pr. Længdeenhed i de paagældende Punkter. Det forud­
sættes, at man for det vilkaarlige Punkt (f, n) har Inertimomentet Ir.m 
i etlivert lodret Snit gennem Punktet.
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I S te d e t f o r a t i n d f ø r e n  ; p  
1 . 0  n—1), (F, n) 0 8  1(6, n + 1) i B e r e g n in g e n  k a n  
s k r iv e °  

Ma- = I, 1- = 1-B.a-,

K(,n) - le I — le- (r.n),

5+1) er, — Te-B(7,n-1), 

h v o r  l e  e r  e t v i lk a a r l i g t k o n s t a n t I n e r t im o m e n t .  

F o r  A x  =  Ay =  X  h a r  m a n

A 8 z A 3 :  

M. _ RIR Ax?TAy 

- 1 0 8 - 0 1  — u 2 ‘  
h v o r  

A3 A 2  1  /  +  u e - i  

4 x 3  +  H A y  -  X 2 / " ~ 2 ( 2  +  2 u )  f n -  +  f .

1 . + u g n - 1  
a l t s a a

„_ Eleßr.a-1, I + e n -  )  
M.^, 2  ( 1  —  u a )  - f-2— ( 2  +  2 p )  A - I  +  A  

0 + uga- I

P a a  s a m m e  M a a d e  h a r m a n  

90 El Pc | +  u e r  2M= () =  + 2 X  ( 1  ) 1 - ( 2  + 2) fi + fn+

,E TB | T  e n + 1  

0 7 ‘ X 2  ( 1  —  u 2 ) 1 In ( 2  +  2 ) R + 1  +  În+25. 
(+ Mgn+1

V e d  A d d i t i o n  o g  D iv i s io n  m e d  A P f a s  A v .  s o m  i n d s æ t t e s i L ig n . ( 8 )  

EL v i l h e r v e d  i n d g a a  s o m  e n  K o n s t a n t .

P a a  l i g n e n d e  M a a d e  b e s t e m m e s  d e n  V æ r d i a f  A 2 M y s o m  f o r E le  

m e n te t i F ig . 2 8  i n d g a a r i L ig n . ( 8 ) .

D V æ r d i a f A x A  s o m  s k a l i n d f ø r e s  i L ig n .  ( 8 ) , b e s t e m m e s  v e d

A = M p ( ,n ) _ 1 N
A x A y A x A y  v(e,f,"—1,n) Mp(e,f,n,n+1) M(,9,R -1, H) +Mo(f,0.u,R+1).

H e r i e r i f ø lg e  d e n  t r e d i e  a f  L ig n in g e r n e  ( 1 1 )

A x A y  41v (e,f,n—1,n) — — —  - - - - 3 ,

i 1 + u
h v o r  m a n  f o r A x  =  A y  =  X h a r
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Sættes

faas altsaa

78

A2- 1 [+én-1— enl 
AxA x 1-f-i +6

I _ x l(e,f,n—1,n)  I Q
l(e, f, n—1, n) — Ic’ I . — Ic * P(e, f, n—1, n)

Ic

Mp(e,f, n—1, n)
EI ßle,f, R—1, n) 71 + en-1 — en I

(-24-+
Analogt hermed findes

M _ i Elcß(e, f,R,n+1) . + en en+ Mp(e,f,n,n+1)= +)2 (1 — u2) (1 u)
X 2 l In T In+

— Mp(f,g,n-1,n) = +

M v (f, g, n, n+1) —

Eleß.g,n—1,n)1 _ + fR-1 — fn l
X= (1 — 13) 1 1—gn-i+gn)

Elcß(f,g.n.n+1) , + fn fn+1 I

XX1 1=) I—9n +9n+1)

A2M. : 1 * T *
Ved Addition og Division med X2 laas X som indsættes i Lign. (8).

o AxLy

Idet Koefficienterne til de søgte Nedbøjninger opstilles i Tabelform 

paa lignende Maade som i Lign. (14), faas herved den paa Side 79 an- 

givne Differensligning (Lign. (52)).

Fig. 29.

Som Exempel beregnes de bøjende 

Momenter i den i Fig. 29 viste Funda- 
mentplade. Belastningen paavirker Pla- 

den i enkelte Punkter, hvis Afstande i 

begge Retninger er I. Belastningeni 
hvert af disse Punkter er P. Pladen 

strækker sig over uendelig mange Fag 
i begge Retninger. Reaktionen paa Un- 

dersiden af Pladen regnes ensformig 

fordelt.
Systemlinierne indlægges som vist i

Fig. 29 med Afstanden X=3l

I Punkt (c, 0) er 1 = = 10 Ie, 
I — (c,d, 0,1) er 1 = 41,

I — (c, 1) og (d, 1) er I = It.

Paa Grund af Symmetrien om Diagonalen er do = = cl.
Da det kun gælder om at finde den relative Forskydning af Punk- 

terne (c, 0), (c, 1) og (d,1), sættes c0 = 0. Belastningens og Reaktionens 
Retning regnes positiv opad. Heraf følger, at cx og d, er positive opad, 
og at Momenterne Mx og M4 er positive, naar de giver Træk i Oversiden 
af Pladen.

Ligningerne for Punkterne (c, 1) og (d, 1) bliver da (Side 80)
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n—2
1 n — 1

— — ---------------------
In n + 1 n + 2

L____+ ßt.w

•

i—
j + 2ßre,7," - 1,0

-2.m

!2B(e,(,a-1,n)  2P(e,,n,n+1)

___ - —2ß.n)

+2ß(e, f. n, n+1)

r + P.-y

2B(,n-1) —20,n)

28, g, n—1, n)

+ Pre. n)

+2p(e(.n-1,m) +2ß(e.7.n,a+1) 

ß(,n-i) -+8ß.m) +P.n+w 

2py,(,n-l,m) +2p g.n.a+1)

+P(ø, n)

2P(e.7, n, n+1)

2ß(y.») 2(,a+1)

2P(,g,n,n+1)
+ Po. 1+1)

9 -2ß(7,g,n—1,n)
2pr.ni 

-2ß(.g,n—1,n) —2P(,g.n, a+1)

2Pw.n)

+2Pur,ø,a,a-+1)

h
Il __________• + P(g,r) 

--------------- ---------------------------

n — 1 
------- -------

=========================== 
n

7 =========== 

n + 1

le
+ P(e,n)

2ß(e, A n—1, n) 
+ Pu, n—1)

- --- — ----------------

2ßte, a) 
H2ße.f.n-1.m) +2ß(e.7,n.a+1

+ P(e, n)

PPre.f.m.a+i)

+ Prr.n+1)

Fu- f

+-2ß(e.y, n-1, n) 

2B(y.n-1) —2B(r.n)

+2B, g. n-1,n)

2B(ef,a-1,m) —2ß(e f n,14+1) 

+ 8ß. a)
2B7.ø,n—1.n) 2B/..m.a+1,

+ 2ße,7 H. a41) 

2Pr.m —20,a+y

+28, g.n, n+1)

"

+ Pur. —1)

2ßu, 0, n—1, n) 

P(ø.n)

2ß. a)

F-Bir,g.n-1,m) +2ß7. g,,n+1

2B(w.n)

+ Por. n+1)

-Pc, g, n,n+1)

+ Prø, •)

— (1 2 À2
(1 L3)D ET, (52)
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1 0 1 1 0

d +1

d +8

—2

-8 —2

-2
+2

c +10

-8

-20 —2

—8

+1
+8 +2

+10 +8 +1

+8 +2

—2

-2 -2

—2

d +8

—2

—8 -2

—2

+2

d +1

0 1 1

d
+1

—8

+10

—2

+8 +2
—2

+1
—2

+1

c
+8

—20 —2 

+8

—8 -2 

+8
—8 —2

+2
-2 -2

+2

d
+ 10

-8

+1

ala
 

i 
I 

I

0
0 

+ +1
-2

+1

=(1-P9.;P

1 0 1 1 0

d +1

c +8

—2

-8 -2

—2
+2 •

d +1

-8

-2 —2

—2

+8 +2

+1 +8 +1

+2 +2

-2
-2 —2

-2
+1

d +2

-2

—2 -2

- 2
+2

c +1

0 1 1

+1 -2 +1
c —8 +8 +2 - 2

+1 —2 +1

+8 —8 -2 +2
4 —2 -2 + 8 —2 —2

+2 —2 -2 +2

:1 -2 +1
d -2 +2 +2 —2

+1 —2 +1

=(1- u3.IP XE

De ordnede Ligninger er

)2
— (37 +6u)c + (59 — 6u)c1 — (22 — 12u) d. = (1—u2) P

+ ( 8—6u)c — (22 — 12u)ct + (14 — 6u)d | = »

For u = 0 findes heraf, idet c0 = 0,

P c = 4— 
1 9-38

d,= 9 »

X2
EI‘

»

Af Lign. (11) beregnes dernæst Momenterne Mx.

I Linie 0 er
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hvor

A2£ A3z
Mate, 0 = — EL Ax5__ BAyyz

1 — 12

altsaa

10 Ie, p = = 0 og A  = 1.2.4 X
Ax2 X2 9-38 EI’

og

M 10.2.4
MMæ(c, 0) — ----- P = — 0,2339 P,

J * 00

M 2(9 —4)
Mæ(d, 0) = —9.99 P = — 0,0292 P.

I Linie l er 9.38

og

Mx(c, 1) — + o  P = + 0,0117 p 
9 • 38 T

Mad, 1) = + 9.38 P = + 0,0146 P.

I Lime O (Fig. 29) optræder paa hele Strækningen / Momentet

Mø.o =#l[-10 24-2-2(9-4) P= 100 0.00975 2
-19.38 3-9-38 1 0,0975 Pl.

1Linie 1 faas paa lignende Maade

Msi - #7 4 + 2 (9 - 4)9.38 = T  3.9-38 Pl =+ 0,0136 Pl.

Man har altsaa

1 i _ 114
3.9.38 9 4.

Da Dette Resultat kan faas direkte ved at beregne Momenterne 
adestribe med Bredde I paa samme Maade, som man beregner 

menterne i en Bjælke. Resultatet kan bruges som Kontrol paa 
regningen. 10

For 1 = 0,5 bliver Ligningerne for Punkterne (c, 1) og (d, 1)-

1 en 

Mo- 

Be-

Heraf findes

(59 — 3) cx — (22 —6)d1 =  (1 — M3) APAY
9 EI

(22 6)c. + (14 — 3)d = » »

c =3.(1- u3)pX2 
C8 9.40 ET 

d 1 = 8 » » .
Momenterne M2 er

N. J. Nielsen : Spændinger i Plader.
6
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/ 10.2.3 10.2.390 
9.40 ’ 9.40 ) 9.40 

v ( 2(8—3) 3 \8,5 Mx(d, 0) =  00 + 0,5 • P = — _P ~— 0,0236 P T 9.40 9.40 / 9.40 0202 

n(, 3 2(8-3)1 2 Mx(c, 1) = | +  0,5 • P = — P = — 0,0056 P 
T 9.40 9-40 / 9-40 2 

n (, 8—3 t8-31 7,5 
Mx(d,1) == (+9.40 + 0.5 • 9.40) P= + P= + 0,0208 P.

For u — 0,5 bliver Mx, 0 = — Pl = - 0,0991 PL 
3.9.40

, 13 
og Mx, 1 = + Pl = + 0,0120 Pl. 1 3-9-40 1 00400

For en Plade med variabelt Inertimoment er Momenterne Mx,0 og 
Mx,1 altsaa ikke uafhængige af P, saaledes som det er Tilfældet for en 
Plade med konstant Inertimoment (se § 2). Ligevægtsbetingelserne kræver 
imidlertid, at Mx,1 Mx, o er konstant og uafhængig af p. Ligesom for 
p = 0 finder man derfor ogsaa for u = 0,5

Mx, 1 — Mw, o = H Pl.

§ 16. Kantbetingelserne.

I §6 er Kantbetingelserne opstillet for en Plade med konstant Inerti- 
moment. For Elementet abdc (Fig. 12) fandtes Lign. (32). Denne Lig- 
ning gælder ogsaa, naar Pladen har variabelt Inertimoment. De bøjende 
og de vridende Momenter, som indgaar i Lign. (32), udtrykkes ved 
Nedbøjningerne ved Hjælp af Lign. (11). Inertimomentet i et vilkaarligt 

Punkt (r,n) udtrykkes ved I(.n) = Ne -up m = Ip-p(r.n). Med Ar = Ay=) 

faas herved for det vilkaarlige Kantsystempunkt (c, n) (Fig. 30) den paa 
Side 85 angivne Lign. (55).

For det næstyderste Kantelement (Punkt (c, 1), Fig. 30) faas med 
Ax = Ay = À den paa Side 84 angivne Lign. (54).

For Hjørneelementet (Punkt (c,0), Fig. 30) faas med Ax = Ay= X 
af Lign. (40) den paa Side 83 angivne Lign. (53).

For et vilkaarligt Element i næstyderste Række (Punkt (d, n) Fig. 30)

anvendes Lign. (8). Med Ax = Ay = X er den Værdi af AzM, som ind- 
Ay2

gaar heri
A2My(d,n)  1 V x

Ay2 —i2 (Mp(e,n) 2My (d,n) + My(ein),

hvor Mg (e,n) = 0.

Ved Indsættelse i Lign. (8) faas den paa Side 87 angivne Lign. (57).

For det næstyderste Diagonalelement (Punkt (d, 1), Fig 30) faas med 
Ar - Ay = X at Lign. (8) den paa Side 86 angivne Lign. (56).
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Punkt (c, 1)

0
1

2 3

—ß(e,1)

—2 ß(C) d, o, 1)

+2ß(c,i) +ß(e.a

+ 2ß(c,a0 1) +2ß(e,4,1,2)

+ß(d,l)

— ß(e. D ~ B(e, 2) 

92
• —- P(c, d, 1, 2)

+4ß(.:)

d
+ 2ß(c, d, 0,1) —2ßre, 4,0,1) —2ß(6,4,1,2

-2ß(4,1)

+ 2ß(c, d, 1, 2)

e + ß(d, 1)

tu-

0 1 2

+2ßc. d, 0, 1) —2ßc,d,o,i) —2ß(c,«,1,2) +2ßc, d, 1, 2)

4
----2P(c, «,o, 1)

+ß(a, 1)

+2ß(c,d,0,l) +2ß(e,d,l,2)

—2ß(d, 1)

—2ße, a 1,2)

+ ß(d, 1)
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Punkt (c, n)

Il — 2 n — 1 In n +1 n + 2

c 

d 

e

zß(c, n—1) B(c, n—1) B c, n)

2ß(c, d, 'i—l> n)

+4ß(e, n-1) +2ß(e, n) +]ß(e, n+1) 

+2ßc, d, n—1, n)+2ß(c, d, n, n+1) 

+B(a, n)

---- Plie, m) P(e, n+1)

2ß(c, d, n, n+1)

+2ß(c, d, n, n+1)

+tß(e, n+1)

+2ß(c, d, n—1,n) 2ß(c, d, n .1, R)- 2ß(c, d, n, n+1)

2(4, n)

+ßla, n)

n-- 1 n n+1

c

d

+2ßc, d, n—l,n) 2ß (c, d n - 1,n) 2ß(e, d, n, n+1) +2ß(c, d, n, n+1

2ß(c, d, n—1, n)

+ Ba, n)

+2ß(c, d, n—1, n) + 2ß(c, d, n, n+1)

,---- 28 d,n)

2B(c, d, n, n+1) 

+ ß(d, n)

n— 2 n — 1 n n + 1 n +2

C Iß(c,n-1) +ßlc,n 1)++, nj ,ß c, n—1) 2ß(c, n) 3P(c, n+1) + ß c, n) + Pie, n+1) Iß(c, n+1)

)2
= (1—u2) (P—R) (55)

\ 120 EI



§ 16. 86

Punkt (d, 1)

0 1 2 3

c
+2ßt, #, 0, 1) ---- 2ß (c,d,0,1)  2ß(c,d,1,2)

—2ß(4,1)

+2ßc, d, 1, 2)

d

—2ß(c. 4. 0,1)

—2ß(4,1)

----2ß(a, e, 0, 1)

+2ß(e, d.0,1) +2ß(,4,1,2)

+8ß(a, 1) +ß(d,2)

+2ß(d,e,0,1) +2ß(d,e, 1,2 

+P(e,1)

--- 2ß(e a, 1,2)

—2ß(d,D —2ß(d,2)

----2ß(a, e, 1,2

+ ß(d, 2)

e + 2ßra, e, 0, 1)

-2ß.1

---- 2ß(d,e,0, 1)  2ß(d,é, 1.2)

-2ß.v

+2ß(«, e, 1, 2)

f +ß(e,1)

0 1 2

C
----2ßic(d, 0, 1) +2ß(e,4,0,1) +2ß(c, 4,1,2)

—2ß(d, 1)

—2ß(c> d, 1,2

+P(a,2)

d

+2ßc, d, 0, 1)

----2ß(4,1)

+2ß(a, e, 0, 1)

—2ß(c, d,o, i) —2ß(c>d, 1,2) 

+8ß(d,i)

—2ß(d,e,0, 1) —2ß(d,e, 1, 2)

+ 2ß(c, d, 1,2

—2ß(a.1) —2ß(a,2) 

+2ß(a, e, 1,2)

e -2ß(4,e.6,1

+ß(«.l)

—2 ß(d, 1)

+2ß(d,e, 0,1) +2ß(d,e, 1,2)

- 2ß(e.n

+ P(a, 2)

—2ß(d, e, 1,2)

+ß(e, 1)-

X2 
= (1 - u2) P2• (56)
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Punkt (d, ri)

n — 2
1 -

Il —1 n n +1 n +2

c

+2ß(e, d, n—l,n) 2ß(c, d, n—1, n) 2ß(c, d, n, n+1)

2ß(«,n)

+2ß(c. d, n, n+1)

d + Ba, 11—1)

---- 2ßic. d, n- 1, R)

—2ß(d,n—1) 2ß3(d.n)

---- 2ß(a, e, n—1, n)

+2ß(c,a, n—1 n) +2ß(c, d, n, n+1) 

+P(d,n-1) +8ß(d,n) +ß(a, n+1) 

+2ß(a, e, n-1, n) +2ß(a, e, n, n+l) 

+ ßle, n)

2ß (c, d,n, n+1)

—2ß(d,n)—2ß(d,n+1)

2ß(a, e, n, n+1)

+ ß(d,n+l)

e +2ß(a, e, n—1, n)

28(4.0

---- 2ß(a, e, n—1, n) 2ß(a, e, n, n+1)

2ß(e, n)

+2ßla, e, n, n+1)

f + Pre, «)

+u

n — 1 Un n+1

c
2ß(c, d, n—1, n)

+ Ba, n—1)

+2ß(c, d, n-1, n) +2ß(c, d; n, n+1)

2ßla, n)

2ß(c, d, ", n+1 

+ß(4,n+1)

d

+2ßle, d.n—1,a)

—2(d,n—1) 2P(d,n) 

+2ß(a. e, n—1, n)

2ß(c, d, n —1, n) 2ß(c, d, n, n+1) 

+8pa, n

----2 (d, e, n -1, n) 2ß (a, e, n, n+1)

+2ßcc, d,n,n+1)

—2ß(d,n) 2ß(d,n+1) 

+2ßla, e, n, n+1)

e

+ß(d,n-1)

2ßld, e, n -1, n)

+P(e,n)

2ßa, ab 

+2ß(d, e, n-1, n) +2ßla, e, n, n+1)

2te, n)

+ßa, n+1)

----2ß(a, e, n, n+1)

+ß(, n)

= (1 - P X 

1 C 197 El.
(57)



§ 16. 88

Exempel. Den i Fig. 31 viste kvadratiske Fundamentplade paa-

virkes af Belastningen P. Belastningen antages at virke enten som en

Z

Fig. 31.

Belastning P ensformig fordelt

Enkeltkraft i Pladens Midtpunkt, eller som en ensformig lordelt Belast­
ning paa et Kvadrat med Sidelinie 41 (Fig. 32). Reaktionen paa Under­

siden af Pladen regnes ensformig fordelt. Pladen er symmetrisk om 

Systemlinierne e og 2 samt om Diagonalerne. Dens Inertimoment vari­

erer som angivet i Fig. 31 og i hosstaaende Tabel.

0 0 - 1 1 1—2 2

c 1 1 1 Ic

c — d 4 4 »

d 1 10 10 »

d — e 4 20

e 1 10 35 »

Ligesom i Exemplet i § 15 regnes Belastningens og Reaktionens 

Retning positiv opad.
Med en Enkeltkraft P virkende nedad i Pladens Midtpunkt faas 

de i hosstaaende Tabel angivne Kræfter i Systempunkterne

For Punkt (c, 0) opskrives Lign. (53),

0 1 2

c 1 i
1
2 . 1 P ‘16 E

d 1 1 »

e —15 »

Herved faas følgende Ligninger (Side 89 og 90):

» » (c, 1) » » (54),

» » (c, 2) » » (55),

» » (d, 1) » » (56),

» » (d, 2) » » (57),

» («, 2) » » (52).



Punkt (c, ())

0 1 2 0 1 0 1 2

c
+1

+8

+%

— 1

—8

+1 T2

c —8 +8
+pa

C
-1

-

+1 -I

=1 (-%)-

d
—8

—1

+8
d +8 —8 d +1

e +} e •

Punkt (c, 1)

0 1 2 1

c

— 1

—8

+2 +%

+8 +8

4-10

— 1 —1 

—8
+4

d
+8 —8 —8

—20

+8

e +10

0 1 2

c +8 —8 —8 +8

d
—8

+10

+8 +8

—20

—8

+10

+p3.

0 1 2 1

=4(1-13)-PEL
c

+1 o 1----2 2 +1 +1
1
2
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Punkt (d, 1)

0 1 2 1

c
+8 —8 —8

—20
+8

d

—8
—20

—8

+8 +8
+80 +10

+8 +40
+10

—8
—20 —20

—40
+10

e +8
—20

—8 -40
—20 '

+40

d +10

+u

À2

0 1 2

c
—8 +8 +8

—20
—8

+10

d

+8
—20

+8

—8 —8 
+80

—8 —40

+8
—20 —20

+ 40

e —8
+10

—20
+8 +40

—20

+ 10
- 40

+10

= (1 13)- l€P

Punkt (d, 2)

0 1 2 1 0

c
+8 —8 —8

—20
+8

----- -

d +10
—8

—20 —20
—40

+8 +8
+10 +80 +10

+40 +40
+35

—8
—20 —20

—40
+10

e +40
—20

—40 —40
—70

+40

d +35

Tu-

1
-

1

c
+10

+8 +8
-20

—8
+10

d

+8
—20 —20

+ 40

—8 —8
+ 80

—40 —40

4-8
—20 -20 

+ 40

e

+10
—40

+ 35

—20
+40 +40

—70

+10
—40

+35

-(1-PS)YPRI

Punkt (e, 2)

0 1 2 1 0

C +10

d + 40
—20

—40 -40
—70

+40

e +10

—40
—20 —70

—40

+10
+40 +40

+10 +280 +10
+40 +40

+10

—40
—70 —20

—40
+10

d +40
—70

—40 —40
—20

+ 40

c +10

tu

1 2 1

d

+10
—40

+10

—20
+40 +40

—70

! 10
—40

+10

e

+40
—20 —70

+40

—40 —40 
+280

-40 —40

+40
—70 —20

+40

d

+10
—40

+10

—70
+40 +40

—20

+10

—40
+10

= — 15 (1 — 12)1 X3 
EL
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De ordnede Ligninger er

(9-8-P)c (18-16 - 22), +(1-U3)e, +(8-8l)d, = $(1 P2).1% P

-(9-8-2)+(37-141312), (10_ 81 21), ( 36+ 4p)d4+( 18+ 2u)d. = 1 »

(1- 1)6,-(20-16 4),+(29-16p-3p7)c,+( 16+ 4-)d,-( 36+ 4p)d + 10e, = 1 ,

(8-81)c-(72+ W, +(16+ 41)c, +(184+16u)d,-(176-16|)d,+( 40 - 201), = 1 »

(36+ 40)1 -(36  + 41c, -(176-16L)d,+(346- 61)d,-(170+ 10We2 = 1

40c, +(160-801),-(680+40u)d,+(480+120u)e, =-15 ,

12 

Ele‘ 
» , 

» , 

» ,

», 

»

Den ene af disse Ligninger kan udledes af de fem andre og op- 
skrives kun som Kontrol. Sættes e. = 0, har man altsaa fem Ligninger 
med fem ubekendte.

For u = 0 findes P )2
C0 = 623749 ------ - --------,

0 16-1400408 EI’

c = 398351 » » ,

c, =  283759 » » ,

d.= 202865 » » ,

d2 = 95316 » » .

De bøjende Momenter Mx i Linierne 1 og 2 findes ved Hjælp af 
Lign. (11). Herved faas de i Tabellen Side 94 angivne Værdier.

I Linie 1 optræder paa hele Strækningen / Momentet Mx,1 = 35 Pl.
I Linie 2 er Momentet Mx,2 = = / Pl.

Med Belastningen P ensformig fordelt over et Kvadrat med Side­
linie 47 (Fig. 32) bliver Kræfterne i Systempunkterne

0 1 2
C i I 

2 4 . 1 p 164

d 0 —1

e -3 »

Ligesom for Pladen paavirket af en Enkeltkraft P i Midtpunktet 
opskrives Ligningerne for Punkterne (c, 0), (c, 1), (c, 2), (d, 1), (d, 2) og (e, 2). 
For hvert af disse Punkter vil det kun være Ligningens højre Side, der 
er forskellig i de to Belastningstilfælde.

De ordnede Ligninger er altsaa

(9-8 2)60 (18-161 212), +(1-12)c, +(8-8u)d, = }.(1-U).>PX, 
EL 

(9 8P p%+(37-14p 3[2)e,—(10 8U 213), ( 36+ 41)4, +( 18+ 21), = } > » , 

d- -)6-(20-16U 4L),+(29-16 3P3)y+( 16+ 4p)d-( 36+ 4p)d,+ 10e, = I »

I8 Wo-(72+ 8MK1 +(16+ 4), +(184+16p)d,-(176-16p)d,+( 40- 20[)e,= 0 » 

(36+ 41), -(36+ 4p)c, -(176-16p)d, +(346- 61)d  -(170+ 10p)e,=-l , , ,

40c. +(160-801)d,-(680+40p)d,+(480+120u)e, = = 3 . » .



§  1 6 . 9 2

F o r  u  =  0  o g  € 2  =  0  f i n d e s

P X 2
C A  —  4 3 6 8 9 7 8  - - - - - - —  —  —  —  ,  
c 0 0  1 6 - 1 4 0 0 4 0 8 0  El.

C t  =  2 5 5 6 5 5 8  »  »  ,  

c 2  =  1 7 8 8 2 7 8  »  »  ,  

d ,  =  1 0 5 1 2 4 8  »  » ,  

d  =  4 1 4 3 2 8  »  » .

M o m e n t e r n e  Mx e r  o p s t i l l e t  i T a b e l l e n  S i d e  9 4 .

P a a  h e l e  S t r æ k n i n g e n  /  i  L i n i e r n e  1 o g  2  e r  M o m e n t e r n e  Mx, 1 =  8 2  Pl 

o g  M=,2 = Ten- 

For u  =  0 , 5  o g  e n  E n k e l t k r a f t  P  p a a  M i d t e n  f a a s

( 1 —  u 3 ) P V  

C O  =  1 6 6 3 7 8 6 2 0  _ ,  
0 1 6 . 4 4 9 3 4 2 7 6 0  E I .  

q  =  9 6 9 9 7 1 4 0  »  »  ,  

&  =  5 2 3 4 0 8 2 0  »  »  ,  

d. = 5 1 0 6 3 6 1 5  »  »  ,  

d, = 2 1 3 7 3 4 4 0  «  »  .

F o r  u  =  0 , 5  o g  B e l a s t n i n g e n  P  e n s f o r m i g  f o r d e l t o v e r  e t K v a d r a t  m e d  

S i d e l i n i e  4 l  ( F i g .  3 2 )  b l i v e r

( 1  —  1 3 )  P ) 2  
C o  = = =  1 2 0 8 2 0 7 9 2   ,  
c o 91 6 - 4 4 9 3 4 2 7 6 0  El. 

< 1 =  6 2 2 4 6 2 7 2  *  » ,  

c 2  -  3 2 6 0 9 0 7 2  »  

d .  =  2 6 3 2 9 9 2 7  »  »  ,  

d. = 8 3 0 2 8 3 2  »  »  .

D e  b ø j e n d e  M o m e n t e r  Mx, d e r  f i n d e s  v e d  L i g n . ( 1 1 ) , e r  o p s t i l l e t  i T a ­

b e l l e n  S i d e  9 4 .

L i g e s o m  f o r  u  =  0  f i n d e s  v e d  B e l a s t n i n g  m e d  e n  E n k e l t k r a f t  P  p a a  

M i d t e n

/ M x ,  1  =  % Pl,

M x ,  2  =  i  P l ,

o g  v e d  B e l a s t n i n g e n  P e n s f o r m i g  f o r d e l t  o v e r  e t K v a d r a t  m e d  S i d e l i n i e  

4 1  ( F i g .  3 2 )

Mx, 1 = #, PI,

Mx, 2 = t€ Pl.

T i l S a m m e n l i g n i n g  b e r e g n e s  M o m e n t e r n e  Mx i e n  k v a d r a t i s k  P l a d e  

m e d  k o n s t a n t  I n e r t i m o m e n t  o g  u  =  0 . S y s t e m l i n i e r n e  t æ n k e s i n d l a g t  

p a a  s a m m e  M a a d e  s o m  i F i g . 3 1 .



9 3  §  1 6 .

L i g n i n g e r n e  o p s t i l l e s  l e t t e s t  v e d  A n v e n d e l s e  a f  T a b e l l e n  S i d e  4 6 — 4 7 .  

M e d  e n  E n k e l t k r a f t  P i  P l a d e n s  M i d t p u n k t  b l i v e r  L i g n i n g e r n e

3c0— 6c + ca+ 2d. — 1.V  1  1  2  T  4 1  —  4

YSPÉT
3 c  + 1 0 c  4 c 2  6 d , +  3 d ,  =  + » » ,

C  8 c 2  + 8 c +  4 d ,  - - 6 d ,  +  € =  ¥ » » ,

2 e o — 1 2 c 1  + 4 c , + 2 0 d  — 1 6 d , +  2 6 ,  =  1 » » ,

6 c 2  6 c 9 — 1 6 d 1 + 2 4 d , —  8 e 2  =  1
» » ,

4 c 2 +  8 d , — 3 2 d ,  + 2 0 e  = — 1 5 » » .

S æ t t e s  e 2  =  O  l i n d e s  h e r v e d

C o  =  6 1 7 2

P  À 2

1 6 - 1 1 9 2  EI

C =  4 6 2 2 » »

C =  3 8 1 0 » » .

d ,  
0 1 =  2 8 5 2 » » .

< 4 =  1 7 4 8 » » .

M e d  B e l a s t n i n g e n  P e n s f o r m i g  f o r d e l t  o v e r  e t  K v a d r a t  m e d  S i d e l i n i e  

41 b l i v e r  L i g n i n g e r n e

3 c 0 —  6 c 2 +  c 2 +  2 d .

— 3 c  + 1 0 c 1 — 4 c 2 —  6 4 2 + 3 d g

= 1
4

1
2

1  

1 6

»

D À 2  
P — 
El

»  .

C o —  8 c 1  + 8 c ,  +  4 d £ —  6 d 2 +  e g = 1
2

» »  .

2 c  1 2 c 1  + 4 c  + 2 0 d , — 1 6 d  +  2eg = 0 » »  .

6 c 2  6 c g — 1 6 d ,  + 2 4 d , —  8eg =  — 1 » »  .

4 c x +  8 d , — 3 2 d , + 2 0 e g

H e r v e d  f i n d e s

p
C 0  =  3 5 4 8  - - - - - - - - -

° 1 6 - 1 1 9 2

q t  =  2 4 8 2  »

c .  =  1 9 8 2  »

d 1  =  1 2 8 2  »

d ,  =  6 8 0  ,

X  2  

EI‘

»  ,

»

»  ,

3 » »  .

V e d  H j æ l p  a l  L i g n .  ( 1 1 )  f i n d e s  M o m e n t e r n e  M x ,  s o m  e r  o p s t i l l e t  i  

T a b e l l e n  S i d e  9 4 .



§ 16. 94

Momenter Mx i en kvadratisk Fundamentplade med en ensformig 

fordelt Reaktion.

-
Enkeltkraft P i Pladens 

Midtpunkt.

belastning P ensformig 
fordelt over et Kvadrat 

med Sidelinie 4l 

(Fig. 32).

1 2 1

Variabelt

0
c 
d 

e

0,0050
0,0392

0,0416

0,0102
0,0960

0,2978

A
a a

c 

d 

e

0,0047

0,0388

0,0428

0,0068
0,0569

0,1294

P 
» 

»

Inertimoment

(Fig. 31)

1 2 1 2

0,5 

—

c 

d 

e

0.0026
0,0339

0,0546

0,0093

0,0893

0,3122

P 
» 

»

C 

d 

e

0,0030

0,0374

0,0473

0,0062

0,0613

0,1212

p
»

»

|
1 2 2

_

Inertimoment

0
d 

e
0,0387

0,0349

0,0165

0,0852

0,1158

0,1833

P c 

d 

e

0,0297

0,0314
00326

0,0525'

0.0631

0,0713

»

»

Ude ved Kanten af Pladen i Punkterne (c, 1) og (c, 2) er Momen­

terne Mx i Pladen med variabelt Inertimoment smaa i Forhold til 
Momenterne i Pladen med konstant Inertimoment. I Pladen med 

variabelt Inertimoment vil de bøjende Momenter, som optræder i Snittene 
1 og 2, have deres største Værdier i Midten af Snittene, hvor Inerti- 
momentet er større end ude ved Kanterne.

For Pladen med konstant Inertimoment vil der med P = 0 optræde 

ret forskellige Værdier af Momenterne Mx i Snitlinie 1, eftersom belast­

ningen virker som en Enkeltkraft eller som en ensformig fordelt belast­
ning over et Kvadrat med Sidelinie 41. Ved Pladen med variabelt 
Inertimoment vil der derimod i Snitlinie 1 baade for p = 0 og for 

1 = 0,5 ikke være nogen betydelig Forskel paa Momenterne Mx i de to 
belastningstilfælde.

1 Snitlinierne 1 og 2 varierer Momenterne Mx en Del med Forholdet 

H, saaledes at Momenterne ved Kanten af Pladen er mindst ved de 

største Værdier at M; men hele Momentet Mx,1 i Snit 1 ligesom ogsaa 
hele Momentet Mx, 2 i Snit 2 er uafhængigt af u.



9 5 §17.

§  1 7 . Spring i Inertimomentet.

I F i g u r e r n e  3 3 , 3 4 , 3 5 , 3 6 , 3 7  o g  3 8  e r  P l a d e n s  I n e r t i m o m e n t  p a a  d e t  

s k i a v e r e d e  A r e a l  I = ß I . . U d e n  f o r  d e t  s k r a v e r e d e  A r e a l  e r  I n e r t i m o m e n t e t  

1=1. I F i g . 3 3  o g  F i g . 3 4  e r  S y s t e m l i n i e r n e  i n d l a g t  s a a l e d e s ,  a t  O v e r ­

g a n g e n  m e l l e m  1 = Ic o g  I = B I  f ø l g e r  e n  S y s t e m l i n i e . I F i g u r e r n e  3 5 ,  

3 6 , 3 7  o g  3 8  l i g g e r  O v e r g a n g e n  m e l l e m  d e  t o  f o r s k e l l i g e  I n e r t i m o m e n t e r  

m i d t i m e l l e m  t o  S y s t e m l i n i e r . I a l l e  F i g u r e r n e  e r  f o r u d s a t A x = A y = ) .

F o r  h v e r t a f  d e  i F i g u r e r n e  i n d c i r k l e d e  P u n k t e r  g æ l d e r  L i g n . ( 8 ) .  

D e t s k a l d e r f o r  b l o t u n d e r s ø g e s , h v o r l e d e s  d e  b ø j -  

e n d e  o g  d e v r i d e n d e M o m e n t e r , s o m  i n d g a a r i  

L i g n . ( 8 ) , k a n  u d t r y k k e s  v e d  N e d b ø j n i n g e r n e .

I L i n i e n  ( F i g . 3 3 ) v i l d e r  v e d  P u n k t (f,n), y  

l i v o r  P l a d e n s  I n e r t i m o m e n t s p r i n g e r f r a  I = Ic t i l  

1 = Ble, l i g e l e d e s  v æ r e  e t  S p r i n g  i Mx, m e d e n s  d e r ­

i m o d  Mh v i l v a r i e r e  k o n t i n u e r l i g t . B i b e h o l d e r  m a n  

B e t e g n e l s e n  M x , l i v o r  I  =  I, o g  a n v e n d e r  B e t e g n e l ­

s e n  M^, h v o r  7  =  3 1 2 , h a r  m a n Fig. 33.

A 2 z

A x 3

A a 1

A x - BEI

1
(Mx Mg), 

Dic

( M x B u M 2 ) ,

H e r a f  f i n d e s
Ay2

(My Mx
4 E % 1EI Mxß\ 

HBEI.)

A 2 z A 2 z

M = — 23EI - - - - - - A d  
1 6  ( 1 +  ß )  ( 1  —  # " )  

/ A 2 z

M x  =  —  E l
A2z , Ay2
A x 2 2 0 7

+ 1 4
A x 2

( 5 8 )

M x ß  =  —ßEI.

A 2 z A 2 z

A 2 z  1 9  A y T  " A s

A x 2 1 ( 1  +  ß )  ( l  —  1 3 ) ,

H-/ k /+/

Fig. 34.

hvoraf

F o r  P u n k t  ( f ,  k )  ( F i g . 3 4 ) e r  d e r  i n g e n  S p r i n g  i  

M o m e n t e r n e  M x  o g  My. M a n  I i a r  d a

A 2 z  M .  M p  1 /  M x M , . M x M , \

A x 2  A E L EL/ 4 2EL " 2 E L T  2 ß E L  " 2 ß E L )

1 3 1
E Z  4  + 4 ß /  ( M  =  -  uMy)

A 2 z 1 / 3  1  \
A y : - E r  4  +  4 B  /  ( M , u ) .
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Mx = — BEI.

A2z | Az2
A3 1Ay3

(P +2(1—1)’

My = — BEI

A2z A2z
Ay2 +1Aæs 

(+2(1  — 13)

(59)

Fig. 35.

For Punkt (f, n) (Fig. 35) er

A2z 1 ri
Api- BEL Ofes - ulMy), 

4% - ed — 2fn + 9n 
Ay2 X2

Idet Zr og Zs betegner Nedbøjningerne af Punkterne
T og s, har man

en — 2z +fh 1 1 /My MzMy Mxß\ 
------X = TE""ELT *BELHel.)*

2=, 4/+2z, 1(Mw Msg\
X2 $ BEI N BEI)’

fn 22a +gn 1(My Mxp\
X2 4 BEL BEL /

Ved Addition faas

en — 2fa +9. A2z TxM , , M, (, Mx8 ,Mx\ 
—  Xa—  = A1:= BELTEL ABEITEL

Regnes heri tilnærmelsesvis Mxß = BMx, faas

Ay 8  BEI. + S EL "BELL

Herved findes

MxB =—

, 1A2z , A2z 
5 (@ + ip) A.12 + ^Aya 
BEI. ------------------ 9
13+3ß-u2

M = — 3EI

A2z , 
Ays+u

0
0

-1 133

A2z 

Axs 

us°

(60)

I Punkt (e, f, Il —1, n) (Fig. 35) er

hvoraf

A2z 111 Mb M.\ArAy 4 +  LE7. 4BED

A2z
M. = BEL ATA

(4 + 4ß) (1 + u)
(61)
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Fig. 36. hvoraf

For Punkt (C, k) (Fig 36) er

A2z__ = Mx
Ax2 SBELT

Mx Mx\ 
EL "BEL

A2z

Ays
1 My My Mx
6BEL TEL "BEL)

77.42z A2z 
(g + # ß) ,3 + u 

Mx = —BEL_____ Ax Ay2
( + g ß) 2 — u2

My = — BEI

(18 ) A92 42z 
(G+Bys+u112

(s + Aß) — u 2

For Punkt (e,f,k — 1, k) er

hvoraf

A2z / MAxAy =—(1+p(1) ++ 

3 lc BEI)’

(62)

M. = -BEI
(å + 1) (1 + p) (63)

9

z? n+/ 4%

sg 3- 699900-XXX 22•
Fig. 37.

For Punkt (/; n) (Fig. 37) er

A2z

Axs BEL (Mx - "My),

Ay (#

hvoraf

MlIMy Mxi
BEIT EL BEIe

Fig. 38.

(i A2z 
4 T 2 9 + u 

Mx = — BEL - - AxT Ay2 
# + 10 — 13

A3 L A2

= - BEL Agit Ar
#+1ß — us

For Punkt (f,k) (Fig. 38)

hvoraf

er

A2z

Ars -
(aMx 
1BEL

LMx
F 4 El Die

A3 
Ay

M, 
1BEI

1 M, 
4EI

M4 \ 
BEI/

Mx\
LBELL

N. J. Nielsen: Spændinger i Plader.
7

bmetteenpepraggecamergroopgroo-cc

(64)
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A2z A2z

( +ß) +" AMx = — BEI — — Ar — Au

(1 +1ß)

1 B)2 -- u2

A2z Aaz
(65)

------- u ----
Ay? Ax2

(4 + 1ß)2 — u2
My = ---BEI.

Exempel. Fig.39 fremstiller 

en Plade, som understøttes i en­

kelte Punkter, hvis Afstande i 

begge Retninger er l. Pladen er i 

U Inderstøtningsrækkerne-forsynet 

med Ribber, hvis Bredde er 0,2l, 

og Inertimomentet er her 1=5 1. 

Mellem Ribberne er / =/<. Pla­

den tænkes at strække sig over 

uendelig mange Fag i begge Ret­

ninger. Belastningen er ensformig 

fordelt over alle Fag. Poisson’sFor- 

hold forudsættes at være u =0,2.

Systemlinierne indlægges med• 

Afstand 1=41 i begge Retninger. 

Paa Grund af Symmetrien om 

Diagonalerne har man

Endvidere har man
og

c = 2, 
e1 = d2.

og

Mx (d,0) — Mg (c, 1),

Mx (e,0) — My(c,2), 

Mx(e,1) — My (d,2),

My(d,0) = Mx (c, 1), 

My (e,0) = Mx (c, 2), 

Mg (e, 1) = Mx (d,2).

Ved Bestemmelsen af Nedbøjningerne i Punkterne (c, 0), (c, 1), (c, 2), 

(d, 1), (d, 2) og (e, 2) opstilles Lign. (8) for hvert af disse Punkter. Momen­

terne, som indgaar i Lign. (8), udtrykkes ved Nedbøjningerne. * 
For Punkt (c, 0) har man af Lign. (11)

Au Aaz 4-0.2C1

M — __BEI Axt Ay2 _ 5EI J c — 2,4c0 +c> 

1 — 2_______ 0,96X4 + 0,2q

2------ Un __ — r C1
v,—__BEL Ay2 Ax2 5EI <0,2c. — 2,4c0 + 0,2c.

1 — u3 0,96X4 4-q
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Punkt (c, 1) (Fig. 37, Lign. (64) anvendes):

. 1Q.^ , A2z 
(1+iß)A ,+ MAn2 
I + IP AMx = — ^7, 5EI 

1,96)2

+ 0,2d1

200 4,4c + 2c3

+ 0,2^

A2z A2z 
v 2Ay3Ax9 
My = — BEI310 = 5EI 

1,96)3

Punkt (c,2) (Fig. 37, Lign. (64)):

+ d1 
0,2c0 — 2,4c1 + 0,2c.

+ d

Mx =
1,96X2

M 5EI
9 1,96)2

+0,2dg 

2c 4,4c +2c2 ,

+0,2dg

+ dg 

0,2c 2,4cg + 0,2c,

+ dg

For Punkt (d, 1) faas af Fig. 36, Lign. (62), idet 31 erstattes af I. 

og ß af

(7 , 1\A% A%z

+0,2c
0,9c. —2,2^ +0,9d>

+0,2d,

- El 188B/A3 -Ay2_ EI
2 , 0,77)3

EI.= -----------
9 0,77)2

+ 0,91
0,2c. — 2,2d, + 0,2d, .

+0,9d,

For Punkt (d, 2) faas af Fig. 35, Lign. (60), idet BI erstattes af I. 

og ßaf 1

(ZL 1 A2z A2z
8 83/ AæsTMAys EI +0,2cg

71 , 0,86X2 0,9d. — 2,2d, +0,9d, 
8 83 u2 + 0,2e,

A2z _ A3z

M, = — ElA/TAs

8 8 3 M

Ele
0,86)2

+ cg 
0,2d, — 2,4d4 + 0,2d4

+ e
7*
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Punkt (e, 2) (Lign. Il):

EI.

0,96)2

+ 0,2dg
d.2 2,4e + eg

+0,2e,

M = -
J 0,96)2

+ dg 

0,2d, -- 2,4e. + 0,2e.
+ ex

Punkt (c, d, 0,1) (Fig. 36, Lign. (63); Ble erstattes af Ic og ß af

A2z

M, = - EL Ar 
(48 +4) (1+p)

EIQ [ Co — ClI 
0,48X21—C + dj

Punkt (c, d, 1,2) (Fig. 35, Lign. (61):

A2z

M. - - ElAray 
(28 +3 (1 +p)

EI I q—cl 
0,72X2|—d,+d,)

Punkt (d, e, 1,2) (Lign. (11)):

A2z

rAxAy EI. [ d,—dg)
c 1 + p 1,20X3 |—d, +eJ

Ved at indføre disse Udtryk for Momenterne i Lign. (8) faas føl 
gende Ligninger:
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Punkt (c, 0)

P1 
= - 24

EJ

2 1 0 1 2

e 10 
+ 1,96

d

+ 1

T 1,96

1

T 0,24

. 1

I 1,96

22

~ 1,96 

1 1

0,24 0,24

10+2

—0,96

1 
+ 1,96

1

0,24

1

1,96

c ± 10

1

-0,24

22 10+2

10 
+ 1,96 

1 1

0,240,24

1 10 , 24+24 , 10

1

- 0,24 

10+2 22 10
T 1,96 1,96 0,96

1 

0,24

+ 1,96 + 0,96 + 1,96

4 1
0,24 + 0,24

10
+ 1,96

0,96 1,96

1

- 0,24

T 1,96

d

1
1,96

1

T 0,24

1

1 1,96

_10+2

• 0,96

1 1

0,24 0,24

22

~ 1,96

1

1,96
1

0,24

1

T 1,96

e 

—

10
___1,96

Punkt (c, 1)

1 0 1 2 2

e 0,9

0,77

d

0,2

0,77
1

T 0,24

1

1 0,96

_ 2’2
0,77

1 1

0,24 0,36
10+2

1,96

10,2
T 0,77

1
+ 0,36

1
+ 1,96

r

C
5

1

- 0,24

12 20+2

, 0,9
f 0,77

1 1
+ 0,24 + 0,36

5 44+24 10
+ 0,96 1,96 T 1,96

1 1
+ 0,24 + 0,36

, 0,9

r 0,77

1 

0,36

20 + 2 22 10
T 0,96 0,96 1,96

1

0,24

1.96 1,96

1

~ 0,36

+1,96

1

T 0,96

1 
- --------  
T 0,24 

0,2 
+ 0,77

10+2 1

d

1,96
1 1

0,24 0,36
2,2

• 0,77

1,96

1

0,36

0,2T 0,77

e 

—

0,9

0,77
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Punkt (c, 2)

I 0 1 2 2 1

e 1

T 0,86

d

0,2 
+ 0,86 

1
0,36

1
+ 1,96

_ 2,4

- 0,86

1

0,36

2+10

1,96

0,2

0,86

1

1 1,96

c
10

1

0,36

22 20 + 2

, 1 
— ----  

T 0,86 

1

0,36

10 44+24 10 20+2 22

1,96 1,96

10+ 1,96 

______

1,96 1,96

1 

0,36

1,96 + 1,96 1,96

1 
- -------- 
T 0,36 

1 

0,86

1 1,96

d 

e

1
+1,96

1
0,36

0,2

________0,86

_ 2+10 

1,96 

1

0,36

2,4

0,86

1 

T 1,96

0,2
+ 0,86

_________ 0,86

Punkt (d, 1)

0 1 2 2

d 5

T 1,96

c

1,96
1

+ 0,24

_L 1
+1,96

112

1,96

1 1

0,24 0,36

_ 0,4 + 1,8

0,77

1 
- --------  

T 1,96 

T 0,36 

0,2 

1 0,86

d
5

T 1,96

1

0,24 

12 _ 1,8+0,4

1,96 0,77

1

0,36

5

1 1,96

1 1

0,240,36
5 4,4+4,4 0,9

1,96 + 0,770,86

1 1
0,36 + 0,6

0,9 

0,86

1

0,36

_1,8 + 0,4 _ 2,2 

0,77 0,86 

1

- 0,6

10,9

T 0,86

e

1
+1,96

1
+ 0,36 

0,2

_________ 086

_0,4+1,8 

0,77 
1 I

0,36 0,6

_2,2 

0,86

0,2 

0,86 
1

T 0,6

L 0,2
f 0,86

e 0,9 
+ 0,86
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Punkt (d, 2)

0 1 2 2 1

d
5

T 1,96

c

1

1,96
1

0,36

10,2

T 0,77

12

1,96

1

- 0,36

2 + 0,4

0,86

1
+1,96

10,2

10,86

d
1 0,9

1 

. 0,36

2,2 0,44-1,8

5
+1,96

■ 1

0,36

0,9 ,4,8 + 4,4 0,9
0,77 • 0,860,86 

1

T 0,6

1

0,96

0,4+1,8 2,2 0’9
+ 0,77 0,77 0,86

1

0,6

0,86 0,86
+ 0,86

e

0,2
+ 0,77

+1
1 0,6

0,2

0,96

2 + 0,4 

0,86

1

- 0,6

2,4

0,96

0,2

0,86

0,2
T 0,96

e
1

+ 0,96

Px 
EJ

Punkt (e, 2)

_ P14 

EJ.

0 1 2 2 1

c
1 

0,86

d

+ 0,86

1

0,6

+ 0,2
T 0,86

2,4

0,86 

1

0,6

0,4+2

' 0,96

- 0,2 

T 0,86

0,2 
0,96

e
1 

- --------  
T 0,86

1

“ 0,6

_ 2,4 2+0,4

0,86 0,96

1
- --------

T 0,86

1

0,6 

1 4,8+4,8 I

0,86 1 0,96 T 0,96

1

0,96

2+0,4 2,4

0,96 0,96

1 
+ 0,96

e

1 0,2
1 0,86

1 0,2
T 0,96

0,4+2 

’ 0,96

_ 2,4 

0,96

0,2 
+0,96

0,2
+ 0,96

d
•

1 

0,96
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D e ordnede L igninger er:

(c, 0) 40,96  c8 -60 ,32  c, +9,60  c. +9,76d, = — 11,28960000  \

(c , 1) — 34,83480 C +84,07784  c, -24 ,88640  c, Els

—34,606884, +10,25024d  =  1,08662400 » , 

(c , 2) 3,09600  c0 — 13,89760  ci +18,40480  cg

+4,27264d,  13,28704d, +1,41120  e2 =  0,60681600 » ,

(d ,1)  2,4236520  c0 — 14,8809584  c +  3,2899328  c,

+16,4072216d, -8 ,2359200  d. +0,9960720  e, =  0,46724832 »

(d , 2) 2,2038016  C l —  5,1155104  C

-4 ,1179600+ +9,5877628+ — 2,5580940e, =  0,46724832 .,  

(e ,  2)  0,96  cg +0,88d, -  4,52  + +2,68  e2 =  0,41280000 » „

D en ene af disse L igninger kan ndledes af de andre. Sæ ttes co  =  O , 

faas ved L øsning af L igningerne

& =  0,4169  pX I

1 ’ E I' 

C g =  0,9498 » , 

+  =  0,7635 » , 

+  =  1,2012 »,  

eg =  1,5890 » .

V ed  H jæ lp af de paa Side 98— 100 angivne U dtryk for M om enterne 

findes herved fø lgende V æ rdier at M om enterne M x

M om enter M x for p =  0,2 (F ig . 39).

J 0 1 2

c- —  0,2309 —  0,0176 +  0,0893 pl2

d -  0,0621 —  0,0078 +  0,0171 »

e- -  0,0413 -  0,0023 +  0,0194 »

D ersom m an  

fø lgende R elationel

Stedet for M  —  0,2 kunde regne p  =  0, vilde m an faa  

m ellem M om enterne og N edbøjn ingerne:

Punkt (c , 0). M x  = My = - 5EI
X 2  (& 1—  2co + q)-

Punkt (c , 1). M . =
_5EL 

X* (c  --  201+48),

M ,  =-
^Ic 

213

+  di  

—2c1 - 
+ d,)
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(c, 1), (c, 2), (d, 1), (d, 2) og (e, 2). Idet Co = 0, lindes ved Løsning af Lig­
ningerne

Punkt (c, 2).
5EI

Mx = ---- <ci — 2cx + Ca), 

iSEI4
^y 212 29

dg)

Punkt (d, 1).
* 8 0,9X2 (1 201

Punkt (d,2). Mx — 2(d, 2d, + d4),

P] + C 

y 0,9)2 209

Punkt (e, 2). MX — My — X (dg ---2e, +eg)

Punkt (c, d, 0,1). N EL I -el. 
e0,4X — c, +d./

Punkt (c, d, 1,2).
EL s C— c, 

M = — e 1 21.
0,6X3 |— d + d f

Punkt (d,e, 1,2). M. = — 7•2 49 + Ç2)

Disse Udtryk indføres i Lign. (8), som opstilles for Punkterne (c, 0),

hvorefter Momenterne Mx bliver som angivet i hosst. Tabel.

p\4
C = 1945008  1. ----- , 

1 3820430 EI
Cg = 3937830» 

d. = 3147702 »

d, = 4877337»

eg = 6382827»

Momenter Mx for u = 0 (Fig. 39).

0 1 2

c —0,2036 -0,0025 + 0,1043 pli

d —0,0630 —0,0061 + 0,0181 »

e —0,0492 - 0,0066 + 0,0158 »
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§ 18. Jernbetonplader. Armering i forskellige Retninger.

Saa længe Spændingerne i Jernbetonplader ikke overskrider en vis 
Grænse, vil disse Plader i Hovedsagen forholde sig, som om de bestod 
af et homogent Materiale. I § 13 og § 14 har man saaledes set, at der 
ved de Forsøg, som udførtes af Bach og Graf, var god Overensstemmelse 
mellem de maalte og de beregnede Nedbøjninger, saa længe der endnu 
ikke V ai fremkommet Revner. Det blev herved i Beregningen forudsat, 
at Inertimomentet var konstant overalt i Pladen og havde samme Værdi 
i de tre Ligninger (11) ganske uafhængigt af Jernindlægget. Med Poisson’s 
Forhold p = 0,2 vil Beregningen give nogenlunde rigtige Resultater, saa 
længe dei endnu ikke er indtraadt Revner, og den angivne Beregning 
synes derfor at være godt egnet til Undersøgelse af, hvorvidt Konstruktionen 
har en bestemt Sikkerhed imod Revnedannelse. Ønskes en Bestemmelse 
af Spændingerne, efter at Pladen er revnet i Træksiden, vil den an­
vendte Fremgangsmaade sandsynligvis næppe give saa gode Resultater. 
Man vil ganske vist i alle Tilfælde opnaa at faa Ligevægtsbetingel- 
serne tilfredsstillet. Tænker man sig en vilkaarlig Del af Pladen ud- 
skaaret, vil denne Del være i Ligevægt for Belastningen og de fundne 
Snitkræfter. Men Pladens Formforandring vil, i hvert Fald efter at der 
er indtraadt Revner i Træksiden, være afhængig af Jernindlæggets Stør­
relse og Retning, saaledes at man i de tre Ligninger (11) maalte indføre 
lorskelhge Værdier af Inertimomentet, og man vil da finde, at de bøjende 

og de vridende Momenter i Almindelighed fordeler sig noget anderledes 
end i en Plade med samme Inertimoment i alle Retninger.

I oi en Jernbetonplade, i hvilken der optræder saa store Spændinger, 
at der er indtraadt Revner i Træksiden, vil man derfor i Bestemmelsen 
at Nedbøjninger og Momenter kunne opnaa nøjagtigere Resultater ved 
at regne med forskellige Værdier af Inertimomentet, saaledes al dette 
bestemmes ved Jernindlæggets Størrelse og Retning. Man vil da med 
tilstrækkelig Nøjagtighed kunne sætte p = 0. I den Side af Pladen, hvor 
der allerede er indtraadt Revner, kan en Trækspænding eller Tryk- 
spænding ikke antages at fremkalde nogen Forkortelse eller Forlængelse 
i den paa Spændingen vinkelrette Retning, og Poisson’s Forhold vil der­
for kun faa Betydning, hvor der i den ene Side af Pladen optræder 
Trykspændinger i to paa hinanden vinkelrette Retninger. Desuden vil 
den Fejl, man begaar ved at sætte p = 0, være lille i Sammenligning 
med de Fejl, man er udsat for at begaa ved Bestemmelsen af Inerti­
momentet. En større eller mindre Del af Betonen i Træksiden vil virke 
med til at optage Trækspændinger, og man kender derfor ikke den Del 
af Tværsnittet, hvoraf Inertimomentet skulde bestemmes

Ved en Plade med Armering i to paa hinanden vinkelrette Retninger 
kan Koordinatakserne indlægges parallelt med Armeringsretningerne. 
Dersom man regner, at der ikke optræder Trækspændinger i Betonen, 
er Inertimomentet pr. Længdeenhed i et Snit vinkelret paa en af Armerings- 
retningerne udtrykt ved

I = F2en.
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Heri betegner Fi Tværsnitsarealet af .Jernindlægget pr. Længdeenhed, e Af­

standen fra Jernindlægget til Nullinien og n Afstanden mellem Træk- og 

Trykcentret. Naar Inertimomentet paa denne Maade bestemmes af Jern- 

tværsnittet, maa E, som sammen med I indgaar i Lign. (11), betegne 

Jernets Elasticitetskoefficient.

Dersom en Plade med Armering i to paa hinanden vinkelrette Ret­

ninger parallelle med æ-Aksen og y-Aksen paavirkes alene af et vridende 

Moment, saa vil dette Moment, saa længe Pladen endnu ikke er revnet, 

foroven og forneden i Pladen fremkalde Forlængelser og Forkortelser i 

de Retninger, som danner Vinkler paa 45° med Koordinatakserne. Forud­

sættes Betonens Elasticitetskoefficienter for Træk og for Tryk lige store, 

vil der i Koordinataksernes Retninger derimod ikke fremkomme nogen 

Længdeændring. Saa længe der endnu ikke er indtraadt Revner, vil 

Jernindlægget altsaa ikke komme i Virksomhed.

Efter at der er indtraadt Revner, vil der optræde Trækspændinger 

i Jernindlægget. Tænkes Pladen armeret i Oversiden med et Jernindlæg 

i æ-Aksens Retning og et Jernindlæg i y-Aksens Retning og armeret i 

Undersiden paa samme Maade, saa vil der optræde Trækspændinger i 

alle lire Jernindlæg efter Revnedannelsen.

Forudsættes alle lire Jernindlæg lige store, vil der foregaa samme 

Forlængelse i æ-Aksens og i g-Aksens Retning og samme Forlængelse 

foroven og forneden. De to Lag Jern foroven kan med Tilnærmelse 

regnes at ligge i samme Højde; det samme gælder for de to Lag forneden.

Fig. 40 viser en lille Del af

Jernindlægget i Pladens Under­

side. Afstanden mellem Arme- 

ringsjernene er i begge Retninger y 

s. Et vridende Moment vil give 

et Træk i den ene Diagonals 

Retning og et Tryk i den anden 

Diagonals Retning. Trækket an­

tages at forlænge den halve 

Diagonal dt med Stykket a, 

medens Trykket antages at for­

korte den halve Diagonal d. 

med Stykket b i Højde med 

Jernindlægget.

Dersom b var Nul, vilde Fig. 40. 

Forlængelsen af d1 være se/2, 

hvor E er Forlængelsen af Jernindlægget pr. Længdeenhed. Stængerne 

vilde da være fremstillet ved de i Fig. 40 viste punkterede Linier. Ved 

Sammentrykningen af Diagonalen dx antages Jernstængerne at beholde 

deres Spænding og Længde uforandret. Naar d, forkortes med Stykket 

b, vil d1 lierved forlænges med det samme Stykke b. Man har altsaa

a = se, 12 + b.
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Idet &1 betegner Forlængelsen pr. Længdeenhed af d1 og e2 Forkortelsen 
pr. Længdeenhed af d2, har man

hvorved man tinder

a/2 

S
E

Ej = 282 + E3.
(66)

I Pladens Overside vil det vridende Moment bevirke en lignende 

Formforandring som i Pladens Underside, saaledes at d, i Højde med 

Jernindlægget i Oversiden forkortes Stykket b, medens d. forlænges Stykket 

a. Forlængelsen pr. Længdeenhed af d1 i Højde med det nederste 

Jernindlæg er altsaa &1 og Forkortelsen af d1 i Højde med det øverste 
Jernindlæg er 89.

Fig. 41.

Fig. 41 fremstiller et lodret Snit parallelt med 

d1. Snittet begrænses før Formforandringen af to 

lodrette Snit, som er parallelle med d., og hvis Af­

stand er lig med Længdeenheden. Efter Form- 

forandringen er Forkortelsen i Pladens Overside &b. 

Forkortelsen i Højde med øverste Jernindlæg 8, øg 

Forlængelsen i Højde med nederste Jernindlæg €1. 

Pladetykkelsen er h. Afstanden fra Nullinien til

den trykkede Kant x1, nederste Jernindlægs Af­
stand fra Undersiden «1 og øverste Jernindlægs Afstand fra Oversiden dg. 

Pladens Krumningsradius @ i det viste Snit kan da udtrykkes ved

d%_ 1_ Eb 

dx‘2 o , 

hvor Konkaviteten vender opad ved den forudsatte Formforandring, 
hvilket svarer til et positivt vridende Moment.

I et lodret Snit parallelt med d. er

WE = 1 =+ &. 
y‘2 0 x 

Idet _  

ö2z _ dez_ d#z 

d.xdy da‘2 dy’s’ 
har man altsaa 

022 €8
àxày X1 (67)

For al finde den Formforandring, som hidrører fra et vridende 

Moment M., gælder det derfor om at udtrykke Forholdet — ved M,

Jerntværsnittet pr. Længdeenhed i et Snit vinkelret paa hver af 

Armeringsretningerne er Ft forneden og ligeledes Fi foroven. Spændingen 
i Jernene er overalt o = E et.
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1 el lodret Snil parallelt med dg skæres Armeringsretningerne båade 
foroven og forneden under 45°. Trækket pr. Længdeenhed vinkelret 
paa Snittet hidrørende fra Trækspændingerne i Jernindlægget er altsaa

Trykkraften pr. Længdeenhed af Snittet er

4o8x1 — % EbesxT.

Forudsættes Trækkraften og Trykkraften lige store, faas altsaa

2F E1€ = +Esssxl.

Sættes heri E2=nEb, faas
&b.x1 = 4n F 62.

Af Lign. (66) har man E = 4 (&1 — €.), hvorved man finder

8,.x1 = 2nF2 (1 — 82).

Af Fig. 41 ses, al
8,x—d9
81 h — a 1 —1 

og
& x
El h — a1 — X1

Indsættes disse Forhold, faas

x/ + 4nF1x2 — 2nF2 (h — a1 + a2) = 0.

Forudsættes = de, og indsættes F = ep. faas 
h .

-- _2no (_ 1 + 1/1-4—

Da Trækspændingerne er lige store i Jernindlæggene foroven og 

forneden, bliver disse Trækspændingers Moment med Hensyn til Snittets 

Midtlinie Nul og Trykspændingernes Moment med Hensyn til Snittets 

Midtlinie lig med Momentet af de ydre Kræfter. Man har altsaa

I Stedet for den hidtil behandlede Plade med den i Fig. 40 viste 

Armering kan man tænke sig en anden Plade med samme Højde h



§18. 110

men med Jernindlæg Fi forneden i Retningen d1 og Jernindlæg Ft for­
oven i Retningen d2. For denne Plade er Afstanden fra Nullinien til den 
trykkede Kant som bekendt

x, = nFi (- 1 +1/1+ 2 (h--- a1)) 

TYT nF /

Sættes «1 = 0,1 h og 7 = q, faas

Endvidere er

2 = ni +

hvoraf

M. = ; oBx (0,9 h — $Ebssx (0,91 — 1
\ 3 / 1 2 3

Eb
2M, 

Ebxi (0,91 - 3

Med n = = 15 og q = 0,002, q = 0,005 og o = 0,010 beregnes x1 og €2 
c T n 02z 
for de to Plader, hvorefter -æ^ findes ved Hjælp af Lign. (67). Værdierne

af X1 og er angivet i hosst. Tabel.0x04 °

|Plade med
|Armering
|Koordinat- 
|akserne

Plade med 
Armering i 
Diagonal- 

retningerne

x1 = = 0,192 h 0,204 h

0,002 02z 
dxdy

19% M.
125 Eshs

RM. 
58 Esh

x1 = 0,265 h 0,300 h

0,005 d2z 
dxdz

69
Eh8

99 M,
28 Esh

1 = 0,324 h 0,391 h

0,010 daz 
dxdy

49M, 
‘Egh3

17
Eb h 3

For en vilkaarlig Værdi af 9 beliggende mellem 9 = 0,002 og 
daz

YP — 0,010 Der i Pladen med Armeringsjernene parallelle med Koordinat- 0x04 o s 1

akserne over dobbelt saa stor som i Pladen med Armeringen i Diagonal- 
retningerne.
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Da Ob = Eb€b = — Ebx1 , vil det ses, at Trykspændingen i Be- 
àxày ‘ o 

tonen bliver tilnærmelsesvis dobbelt saa stor i Pladen med Armeringen 

parallel med Koordinatakserne som i Pladen med Armeringen i Diagonal- 

retningerne.

Trækspændingen i Jernet bestemmes for begge Pladers Vedkom­

mende ved 

hvor n er Alstanden mellem Træk- og Trykcentret, idet Trækcentret for 

begge Plader regnes beliggende i Højde med Jernindlægget i den strakte 

Side. Da n meget nær har samme Størrelse, enten Armeringen ligger 

parallel med Koordinatakserne eller i Diagonalretningerne, bliver Træk­

spændingerne i Jernet tilnærmelsesvis lige store i de to Plader.

For en Plade, som hovedsagelig paavirkes af vridende Momenter, 

vil man altsaa med Tilnærmelse kunne regne, at Formforandringen paa 

Grund af et vridende Moment er dobbelt saa stor i en Plade med Ar­

meringen parallel med Koordinatakserne som i en Plade med Armerin­

gen i Diagonalretningerne.

Paavirkes Pladen foruden af M tillige af Momenterne Mx og My, 

vil de Formforandringer, som det vridende Moment fremkalder i Pladen 

med Armeringen parallel med Koordinatakserne, ikke være saa store, 

som livis Mø virkede alene.

Dersom Mx og My har samme Fortegn, vil de Spændinger, som frem­

kaldes al M2 i den trykkede Side af Pladen, forøge Sammentrykningen 

i den ene Diagonals Retning og formindske Sammentrykningen i den 

andens Retning. Den herved foraarsagede Formforandring er mindre, 

end livis M virkede alene. I den strakte Side vil de Spændinger, som 

hidrører Ira M0, sandsynligvis give en lignende Formforandring, som 

hvis Mx virkede alêne. Den samlede Formforandring hidrørende fra M. 

bliver derfor mindre, end livis M„ virkede alene.

Dersom Mx og My har modsat Fortegn, vil et vridende Moment 

baade foroven og forneden i Pladen forøge Trækspændingerne i de 

strakte Jern paa samme Maade, som livis det vridende Moment virkede 

alene. I Stedet for at strække Jernene i den lierpaa vinkelrette Retning, 

vil det vridende Moment formindske de tilstedeværende Trykspændinger. 

Da den Formforandring, som liidrører fra Formindskelsen af Betonens 

Trykspændinger, er mindre end den Formforandring, som liidrører fra 

en Forøgelse af Jernets Trækspændinger, vil den samlede Formforandring 

hidrørende fra JA, blive mindre, end livis M. virkede alene.

I en Plade med Armeringen i to paa hinanden vinkelrette Retninger 

parallelle med Koordinatakserne vil den Formforandring, som hidrører 

fra et vridende Moment M0, altsaa delvis være afhængig af de bøjende 

Momenter Mx og My, som optræder samtidig med Mv.

Idet man sætter p = 0, faar man altsaa i Stedet tor Ligningerne (11)
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Aaz

Ay?’ (6 8 )

H eri e r

△ 2 z
AxAy

M 0 = — Et I„

h v o r Fæ o g Fiy b e teg n er T v æ rsn itsa rea le t p r. L æ n g d een h ed a f Je rn in d -  
læ g g e t i T ræ k sid en . F o r Iv k an m an d a reg n e

I. = kFm-ein,

h v o r Fwee i M id de lv æ rd ien  a l T v æ rsn itsa rea le rne  a f d e A rm erin g sje rn , so m  

s træ k k es p aa G ru n d a f d e t v rid en d e M o m en t M., o g k e r en K o n stan t, 

so m  e r b e lig g en d e m ellem  0 ,5  o g  1 . K o n stan ten  k e r a fh æ n g ig  a f  S tø rre l- 

sen a f M ø i F o rh o ld til S tø rre lsen a f M x o g M y , saa led es a t Å - h ar s in  

m in d ste V æ rd i, n aa r P lad en a len e p aav irk es a f e t v rid end e M o m en t. .

E x em p e l. T o  k v ad ra tisk e  Je rn b e to n - 

p lad e r lia r sam m e  B eto n d im en sio n er. D en  

en e P lad e e r a rm ere t m ed Je rn in d læ g g e t 

F t p r. L æ n g d eenh ed p ara lle lt m ed b eg g e  

S id e r b aad e fo ro v en o g fo rn ed en . D er  
lig g e r a ltsaa to L ag Je rn fo ro v en o g to  

L ag fo rn ed en , o g T v æ rsn itsa rea le t p r. 

L æ n g d eenh ed a f h v ert a f d isse  fire L ag  e r  

Fr D en an d en  P lad e e r a rm ere t i D iag o ­

n a lre tn in g e rn e . I R etn in g en (c , 0 ) —  (g , 4 )  

(F ig . 4 2 ) lig g e r  Je rn in d læ g g e t F r fo rn ed en , 
o g i R etn in gen (c , 4 ) —  (g , 0 ) lig g e r Je rn -  

in d læ g g e t F t fo ro ven . D en n e P lad e e r  
a ltsaa k u n a rm ere t m ed to L ag  Je rn , saa led es a t d en sam led e Je rn v æ g t  

k u n e r h a lv saa s to r so m  i d en fø rs te P lad e . B eg g e P lad er u n d erstø tte s  

i H jø rn e rn e (c , ()) o g (g , 4 ) o g b e la ste s i h v ert a f H jø rn ern e (c , 4 ) o g (g 0 ) 
m ed K raften P . 9 2 2  8  0 3 0

F o r b eg g e P lad e r reg n es N ed b ø jn in g en i M id tp u n k te t e 2 =  0 . N ed - 
b ø jn in g en v il d a v æ re N u l o v era lt i S y stem lin iern e e o g 2 . D e en es te  

u b ek en d te N ed b ø jn in g e r e r d a C b , q  o g d 1 , id e t d e ø v rig e N ed b ø jn in g e r  
lin d es v ed H jæ lp a f S y m m etrien .

F o r P lad en  m ed  A rm erin gen  p ara lle l m ed S id e rn e reg n es I . = I, = I 

o g I = 0,5 1. H v is m an i S ted e t fo r a t u d try k k e Mx, My o g Mø v ed  
L ig n . (1 1 ), saa led es so m d e t e r g jo rt v ed O p stillin g en a f L ig n in g ern e  
S id e  4 6 -4 7 , u d try k k e r  M x , My o g  M , v ed  L ig n . (6 8 )  o g  h eri in d fø re r  I= I,= I  
o g I —  0 ,5 Ie laa s fø lg en d e L ig n in g e r:
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Punkt (c, 0)

0 1 2

PX*

EIc

c + 2 — 2 +1

d — 2 + 1

e ++

Punkt (c, 1)
0 1 2 3

c — 2 111 —3 + 1 T 2
-

d + 1 -4 + 1

e + 1

Punkt (d, 1)

0 1 2 3

c + 1 — 4 + 1

d — 4 + 14 — 6 + 1 = o.

e + 1 — 6 + 1

F

bliver de ordnede Ligninger

Idet

0
3

a
 

II
 II 

II
 

2
S

 
p

° II C
 

O
 

d
a
 II a A

C
D
 1
1
 | _

N
S
° 

II
 II P

A

N. J. Nielsen: Spændinger i Plader.

PX2
2c0—4c1 + d. =—, 

0 1 1 EIc

—2c0 +6c1— 4d = 0 , 

C —8c.+12d1 = 0 .

Heraf faas

.PXa
CO — — 4 

El
1 = — 2 » , 

d = — 1 » .

Ved Ligning 

Pladen.

(68) findes Mx = M = 0 og M, = = P = 0,5 P overalt i 
Ic

8
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For Pladen med Armeringen i Diagonalretningerne regnes som for 

enI lade med konstant Inertimoment*). Ve<l Anvendelse af Ligningerne 
Side 46— 47 faas 8 8

9. c c  PX2 
3C0 6c1 +  2d = — , , 

1 EIc 
3C0 +  9c2 —  6d, =  0 ,

q1=  —1 » , 

di =—  0,5 » .

Ved Lign. (11) findes herved Mx =  M, =  0 og M, =  0,5 p overall i Pladen.

. 2 omenterne bliver altsaa i det undersøgte specielle Tilfælde ikke 
forskellige i de to Plader, men Nedbøjningerne bliver dobbelt saa store 

i Pladen med Armeringen parallel med Siderne som i Pladen med Ar­

meringen i Diagonalretningerne. Saafremt Armeringsprocenten er til­

strækkelig lille til, at der maa indtræde Brud, naar Jernspændingen har 

naaet en vis Størrelse, medens Trykspændingerne i Betonen endnu er 

under Brud, saa vil der sandsynligvis indtræde Brud i de to Plader for 

omtrent samme Belastning, da Jernspændingerne tilnærmelsesvis er lige 

store. Da Trykspændingerne i Betonen er dobbelt saa store i Pladen  

med Armeringen parallel med Siderne som i Pladen med Armeringen 

i Diagonalretningerne, vil der være Grund til at antage, at Pladen med 

Armeringen i Diagonalretningerne ved store Armeringsprocenter vil kunne 

bære en større Belastning end Pladen med Armeringen parallel med 

Siderne.

§ 19. Sammenligning med Forsøg af Talbot og Slater.

Dersom man ved Forsøg kunde bestemme Størrelsen af de bøjende  

Momenter, vilde man herved faa en Kontrol paa Beregningen. Bestaar 
Pladen af et homogent Materiale med samme Elasticitetskoefficient for 

Træk og for Tryk, maatte man da ved Forsøgene bestemme Pladens 

Krumning i to paa hinanden vinkelrette Retninger og dernæst beregne 

Momenterne ved Hjælp af Ligningerne

M - 0x8 HdyzL 1 --- ; ------- - --- 2 
1 —  2  

d8z 022 
i dydæz  
My =—EI— —. 

1 —  u 2

(69)

) Egentlig burde Ix og ^ indføres med en mindre Værdi end Io, men ved Beregningen 

med konstant Inertimoment viser det sig, at Mx - My - 0 overalt i Pladen Og Stør- 

reisen af Is og In vil da være ligegyldig. Naar Differensligningen overalt tilfreds- 
s i es a = = My =0 for I = Iy = le, vil den tilfredsstilles af Mx - M, - o for 

vilkaarlige Værdier af Ix og Iu, idet man da ifølge Lign. (68) har 2  2  0 
overalt i Pladen. dx" dy
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H v is P la d e n o v e ra lt h a r sa m m e  

h v is P la d en s T y n g d e p u n k ts f la d e  

n in g e rn e e r sm a a i F o rh o ld  t i l S p æ n d v id d e n , 

e lle r T ry k . H v o r P la d e n s T y n g d e p u n k ts f la d e  

so m  f . E x . n a a r P la d e 1 1 e r fo r­

T y k k e lse o g In e rtim o m e n t, e lle r  

e r e n P la n , v il d e r , sa a læ n g e N e d b ø j-  

ik k e  o p træ d e c e n tra lt  T ræ k  

d e r im o d  ik k e e r e n P la n ,

sy n e t m e d  d e n i F ig . 4 3 v is te  

fo rø g ed e  T y k k e lse , v il d e r t i l­

l ig e k u n n e o p træ d e c e n tra le A  

T ræ k - e lle r T ry k sp æ n d in g e r . 

U m id d e lb a r t t i l v e n s tre o g t i l 

h ø jre fo r P u n k t a v il S p æ n ­

d in g e rn e i S u it A — A k u n n e  

f re m s til le s  v e d  d e  to  D ia g ra m ­

m e r  n e d e rs t t i l h ø jre  i F ig u re n . 

F o ru d e n M o m e n te t v il d e r d a  

o p træ d e e t c e n tra lt T ry k  i d e n  

ty k k e D e l o g  e t c e n tra lt T ræ k i d e n ty n d e D e l a f P la d e n . S a a d an n e

c e n tra le T ræ k - o g T ry k sp æ n d in g e r o p træ d e r i N æ rh ed e n a f d e S te d e r ,  

h v o r P la d e ty k k e lse n æ n d re s .

N a a r m a n n u i e t v ilk a a r lig t P u n k t a f P la d e n m a a le r  F o rlæ n g e lse n  

e lle r F o rk o r te ls e n b a a d e fo ro v e n o g fo rn e d e n i R e tn in g e rn e x  o g y , 

ö 2z 2z
b e s tem m e s l ie rv e d b a a d e K ru m n in g e rn e , o g  M id d e lv æ rd ie rn e e x  

° 0x2 12

o g E y a f F o rlæ n g e lse rn e . F o ru d e n L ig n in g e rn e (6 9 ) t i l B e s te m m e lse a f  

M o m e n te rn e h a r m a n d a t i l B e s te m m e lse a f d e c e n tra le  T ræ k - o g  T ry k -  

k ræ fte r p r . L æ n g d e e n h e d fø lg e n d e L ig n in g e r  

N x  =  E h

N o  =  E h

E æ  4  F y , 

1 — 2 

& y +  U sx  

1 —  p 3 ‘

(7 0 )

id e t h læ te g n e r P la d e ty k k e lse n p a a d e t S te d , h v o r F o rm fo ra n d r in g e rn e  

m a a le s .

E r P la d e n a f Je rn b e to n , v il d e n , sa a læ n g e S p æ n d in g e rn e e r sm a a , 

fo rh o ld e s ig so m  e n h o m o g e n P la d e , o g m a n v il d a k u n n e b e s te m m e  

M o m e n te rn e i d e n so m  o v e n fo r a n g iv e t. B liv e r S p æ n d in g e rn e d e r im o d  

sa a s to re , a t B ru d g ræ n se n o v e rsk r id e s fo r B e to n e n s T ræ k sp æ n d in g e r, 

b liv e r d e t ik k e m u lig t a t b e s te m m e  M o m e n te rn e so m  o v e n fo r . M a n  h a r  

i d e tte T ilfæ ld e sæ d v a n lig  la d e t s ig n ø je m e d a t m a a le  Je rn e ts F o rlæ n -  

g e lse o g  h e rv e d læ s te m m e S p æ n d in g e n i Je rn e t. V e d a t sk ø n n e T ry k -  

c e n tre ts B e lig g e n h ed  k a n d e n D e l a f M o m e n te t, so m  p a a v irk e r Je rn e n e  

t i l T ræ k , b e re g n e s .

S e lv o m  m a n n u v ild e se b o r t f ra , a t M o m en te t i e t S n it v in k e lre t 

p a a æ -A k se n ik k e e r b e s te m t a le n e v e d K ru m n in g e n i R e tn in g e n x , d a  

F o rh o ld e t p m a a sk e ik k e e r h e lt u d e n  B e ty d n in g  fo r d e n  D e l a f  B e to n e n ,  

8 *
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so m  p a a v irk e s a f S p æ n d in g e r , o g se lv o m  m a n v ild e se b o rt fra e v e n ­

tu e lle c e n tra le T ræ k - o g T ry k k ræ fte r , sa a v il d e r a ltid i e n s tø rre e lle r  

m in d re D e l a l T v æ rsn itte t o p træ d e T ræ k sp æ n d in g e r i B e to n e n . N ø je s  

m a n d e rfo r m e d a t b e s te m m e S p æ n d in g e rn e i Je rn e t o g b e reg n e r d e t  

h e rtil sv a ren d e M o m e n t v e d a t m u ltip lic e re Je rn sp æ n d in g e n m e d M o ­

m e n ta rm e n , sa a la a r m a n a llig e v e l ik k e a t v id e , h v o r s to rt d e t v irk e lig e  

M o m e n t e r .

E n b e d re V æ rd i a f d e b ø je n d e M o m e n te r v ild e m a n fa a , d e rso m  

m a n to ru d e n a t m a ale F o rlæ n g e lse n & a f Je rn e t i T ræ k sid e n tillig e  

m a a lte  F o rk o rte lse n  & , i sa m m e R e tn in g  a f  B e to n e n  i T ry k s id e n . H e rv ed  

b e s tem m e s N u llin ien s  B e lig g e n h e d i e t S n it v in k e lre t p a a  d e m a a lte F o r ­

læ n g e lse r o g F o rk o rte lse r . F o ru d sæ tte s e n re tlin ie t S p æ n d in g sfo rd e lin g  

o g  e t b e s te m t F o rh o ld  m e lle m  Je rn e ts o g  B e to n e n s E la s tic ite tsk o eff ic ie n te r , 

o g fo ru d sæ tte s e n d v id e re , a t S u m m e n a f T ræ k sp æ n d in g e rn e i S n itte t e i­

lig m e d S u m m e n a f T ry k sp æ n d in g e rn e , b e s te m m e s lie rv e d d e n D e l a f  

S n itte t, h v o ri d e r o p træ d e r T ræ k sp æ n d in g e r i B e to n e n . A f & 1 o g 8 , o g  

E la s tic ite tsk o e ff ic ie n te rn e E r o g Eu lo r Je rn  o g  B e to n  b e s tem m e s d e rn æ s t 

S tø rre lse n a l S p æ n d in g e rn e i S n itte t, o g a f S p æ n d in g e rn e s S tø rre lse o g  

U d stræ k n in g o v e r S n itte t b e re g n e s d e t b ø je n d e M o m e n t.

Im id le rtid e r F o ru d sæ tn in g ern e  sa a m a n g e lfu ld e , a t m a n h e lle r ik k e  

p a a d e n n e M a ad e k a n v e n te a t fa a d e b ø je n d e M o m e n te r b e s te m t m e d  

sæ rlig  s to r N ø ja g tig h e d .

I U n iv e rsity o f I llin o is B u lle tin N r 8 4 , 3 1 . Ja n u a r 1 9 1 6 , f in d e s o m ­

ta lt n o g le P la d e fo rsø g , u d fø rt a f A . N . T a lb o t o g W . A . S la te r . I e t a f  

d isse F o rsø g  (T h e S h re d d e d W h e at F a c to ry B u d d in g T e s t, S id e 1 2 i 

o v e n n æ v n te B u lle tin ) b e la ste s d e n i F ig . 4 4 v is te P la d e m e d

1 ) e n e n sfo rm ig  fo rd e lt B e la stn in g p  =  1 9 1 1 b . p r. sq . f t. = 9 3 0 k g /m 2  

p a a d e n i F e lte r in d e n fo r S ø jle rn e 2 6 — 4 5 — 4 8 — 2 2 ;

2 )  e n e n sfo rm ig fo rd e lt B e la stn in g  p = 1 9 1 1 b . p r. sq . f t. = 9 3 0 k g /m 2  

p a a d e tre F e lte r in d e n fo r S ø jle rn e 6 7 — 5 4 — 5 1 _ 7 0 ;

3 )  e n e n sfo rm ig fo rd e lt B e la stn in g p  =  2 4 3 1 b . p r. sq . f t. =  1 1 8 0 k g /m 2  

p a a  d e t e n k e lte F e lt in d e n fo r S ø jle rn e 6 8 — 5 3 — 5 2 _ 6 9 .

S p æ n d v id d en i R e tn . x  (M id te til M id te a f S ø jle ) e r 2 0 ‘  =  6 ,1 m ,

*  » » y »  »  »  »  »  » 2 2 ‘  =  6 ,7 m .

A n g a a en d e D e ta il a f K o n s tru k tio n e n o g  B e sk riv e lse a f F o rsø g e t h e n ­

v ise s til o v e n n æ v n te B u lle tin .

V e d  H jæ lp  a f  Je rn e ts  F o rlæ n g e lse r , so m  m a a lte s i e n  R æ k k e P u n k te r , 

e r d e n D e l a f d e p o s itiv e b ø je n d e  M o m e n te r , so m  p a a v irk e r  Je rn en e til 

T ræ k , b e re g n e t fo r S n itte n e  F-F o g E—E o g a fsa t i F ig . 4 5 o g F ig . 4 6  

fo r B e la stn in g o v e r 9 F e lte r o g fo r B e las tn in g  o v e r 3 F e lte r . P a a  sa m m e  

M a ad e e r d e n e g a tiv e M o m e n te r i S n itte n e A—A o g B-B sa m t i S n it­

te n e C C o g  D—I) b e s te m t fo r B e las tn in g  o v e r 9 F e lte r o g  a fsa t i F ig . 4 7  

o g F ig . 4 8 . V e d B e la stn in g e n p i e t e n k e lt F e lt fa as m in d re p o s itiv e



Belasining 9304%* over 9 Feller

Fig. 46.Fig. 45.
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/% / S/YIT A-A 06 B-B.

-0.05p/

-C/O»

- 0/5 »

-020 »

Fig. 47.

-0.25»

Momenter end ved Belastni ngen

/, / S/N/T C- OG D-D.

-C,O5p/°

-0/0 »

-0/5 "

-0.20 »

Fig. 48.

0,25”

„o P - ___
Momenter end ved Belastningen p over,9 Felter.

over 3 belter og mindre negative

For at se, livor stor en Del de Momenter, som saa
ved Hjælp af den maalte Trækspænding i 

optrædende Momenter, beregnes disse 
ninger.

ledes bestemmes
Jernet, udgør af de fulde

LI - ved Anvendelse af Differenslig-
adens Inertimoment skulde heri indføres med sin virkelige 

r mes nøjagtigt, da man ikke kender
Betontrækspændingernes Udstrækning.
Værdi, men denne kan ikke bestem

Ved Bestemmelsen af Inertimo-
mentet indføres derfor den sædvanlige ved Spændingsbestemmelse 
vendte Tilnærmelse, hvorefter den Del af Betonen,
I ræk, ikke medregnes.
momentet da

an­
som paavirkes til

Med samme Betegnelser som i § 18 er Inerti-

I = F2en.

Da det er Forholdet

angivne 
end ved 

virkelige

c . mellem Inertimomenterne og ikke disses virkelige 

Størrelse, som indgaar i Udtrykkene for Momenterne, vil den 
Tilnærmelse give bedre Resultater ved Momentbestemmelsen 

estemmelsen al Pladens Nedbøjninger, som afhænger af de 
1nertim omenter.

Idet Pladens nyttige Højde maalt fra Jernindlægget til den trykkede 

Kant er Ins kan man med tilstrækkelig Tilnærmelse regne

altsaa
e = AA og n = k4h2.

I = XFh2 — k F.L2 1/24 uhi — zl illn,

hvor kt kg og kg er Konstanter.

I Ligningerne indføres Poisson’s Forhold med Værdien L = 0

Ved Bestemmelsen af de negative Momenter i Søjlerækkerne 

regnes med den i Fig. 49 viste Inddeling, Man faer herved et Exempel 

paa, hvorledes Beregningen kan udføres, naar Ax og ikke er lise 
store. es cclse
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V e d  O p s t i l l i n g e n  a f  L ig n in g e r n e  f o r  

S y s t e m p u n k te r n e s k a l d e i L ig n . ( 6 8 )  

a n g iv n e U d t r y k  f o r M o m e n te r n e i n d ­

f ø r e s i L ig n . ( 8 ) . M e d  A x  =  X  b l iv e r  

A y =  = x . I n d s æ t t e s d i s s e U d t r y k i

L ig n . ( 8 ) , o g  i n d f ø r e s h e r i t i l l i g e

1= (>) In o g  r ,  =  ( )  I . ,

b
 =

 /
//

f a a s  f o r  e t  v i lk a a r l i g t  S y s t e m p u n k t  (f, n) - _ _ _ _ 0

f ø lg e n d e  L ig n in g :  F ig . 4 9 .

n  —  2 —  1 n n + 1 n  +  2

d +Iy(e,n)

e +21b(e,f,n—1,n)

21y(e, n)

—21b(e,f,n—1,n) 21p(e,f,n,n+1)

--- 2lg,n)

+21b(e,f,n,n+1)

f +Ix(f,n-1)

21be.fn— 1 ,n )

----21x(f,n-1) 2x(f,n)

2Ib(f,g,n— 1 ,n )

+ lie, m

+ 2lb(e,f,n—1,n) + 21b(ef,n,n+1)

+-Ix(f,n-1)+41xr(f.n) +4lg(f.n)+Ix(f,n+1)

+2lb(f,g,n—1,n) +2b(f,g,n,n+1)

+Ty(g, n )

271

2lx(f,n) 2 1 æ ( f ,n + 1 )

21b(f,g,n,n+1)

+ I x ( f ,n + 1 )

9 +2lb(f,g,n-1,n)

ST’
—2ig(f.n )

—21b(f,g,n—1,n) 21b(f,g,n,n+1)

21g(g, n )

—-

h +Ty(g, n)

-  p X 4

( 7 1 )

S tø r r e l s e r n e  Ix o g  I, b e s t e m m e s  f o r P u n k te r n e  ( c , 0 ) , ( c , 1 ) , (d, 0 ) o g  

( d , 1 ) . F o r I x ( d ,1 ) a n v e n d e s B e te g n e l s e n  Ie; a l l e d e ø v r ig e F o g I u d ­

t r y k k e s  v e d  I..

P u n k t  ( d , 1 ) . J e r n in d læ g g e t i  R e tn . x  e r  R u n d je r n  2 "  m e d  1 1 4 "  A f s ta n d .

Fi =  4 ,3  e m 3  p r .  m  =  0 ,0 4 3  c m 2  p r .  c m .

D e n  n y t t i g e  H ø jd e  a f  P la d e n  m a a l t f r a  d e t t e  J e r n in d læ g  e r  

hn =  1 5 ,0  c m .
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Inertimomentet Ix = kFh,2 = k 0,043.15,0 = Is.

I Retn. y er Fi = Rundjern4", Afst. 94 " = 0,054 cm2 pr. cm. 

hn = 16,3 cm.

I 0,054 16,32
• 0,043 15,024

Idet b = 1,11, indføres i Ligningerne 

z =( _11 0.054 16,3s ,
(b)1,111# 1,14 0,043 15,03 * I.

Punkt (c, 0).

I Retn. æ er F1 = 3 Rundjern g" for hver 16" = f 0,097 cm3 pr. cm 

hn = ca. 40 cm.

, _3 0,097 402 ,

* 2 0,043 15,0= Le s 241
I Retn. y er Fr = 3 Rundjern g" for hver 14" = f -0,111 cm3 pr. cm. 

h„ = ca. 38 cm.

/ _ 1 3 0,111 38° , 
" 1,14 2 0,043 15,08 e17 e

Punkt (c,1).

I Retn. x er Fi = Rundjern §", Afst. 8" = 0,097 cm2 pr. cm. 

hn = 15,0 cm.

T 0,097 ,
- 0,043 Z o 2,25 1.

I Retn. y er Fr = Rundjern 4", Afst. 94" = 0,054 cmå pr. cm. 

hn = 12,6 cm.

_1 0,054 12,63,
ly — 12 • . I ~ 0,61

1,14 0,043 15,08 ° 020

Punkt (d, 0).

I Retn x er & = Rundjern 4", Afst. 114" = 0,043 cm pr.cm. 
hn = 12,6 cm.

, 12,62
Ix = I~0,7I.

15,08 2

I Retn. y er F = = Rundjern §", Afst. 7" = 0,111 cm2 pr.cm. 
hn = 16,3 cm.

, 1 0,111 16,32
# 1,14 0,043 15,02 21e

Punkt (c, d, 0, 1).

For I. = (— 
(b)

Størrelserne I

Punkter.

2, 1
I. = 1,18 I. kan tilnærmelsesvis regnes I’ = 21..

r, I, og Ib er indskrevet i Fig. 49 ved de tilhørende
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Ved Beregningen af Momenterne i det midterste Felt for Belastning 

over 9 Felter regnes Pladen at bestaa af uendelig mange Fag i begge 

Betninger og at være belastet med en ensformig fordelt Belastning over 

alle Fag. Ligningerne bliver da

Punkt (c, 0).

1 1 0 1 1

d + 2

d + 4
— 4

— 4 — 4
-34

+ 4

c + 2,25

— 4

—4,5 —48

— 4

• + 2

+ 4 +4

+2,25+96+68+2,25

+ 4 +4

+ 2

— 4

—48 —4,5

— 4
+2,25

R PAL 
SE.J

Disc

d + 4
— 34

— 4 —4
— 4

+ 4

d + 2

eller 754c — 466c, — 352d + 64d, = - 4-8.SI,

Paa lignende Maade findes for de øvrige Punkter

Punkt (c, 1) — 2330c + 2506c, + 320d — 496d, = 40 SIE

» (d, 0) — 440c0 + 80c + 488d, — 128d, = 10 » ,

, (d, 1) 40c0 — 62c1 — 64d0 + 86d, = 10 ».

Den ene af disse Ligninger kan udledes af de tre andre. Sætter 

man c0 = 0, har man tre Ligninger med tre ubekendte. Af disse Lig­

ninger findes
pl4

1812828c = 85104 , 
1 81E I.

» d0 = 117519»

, d. = 359604 ,

De bøjende Momenter Mx i Søjlerækken Linie 0 er

.9EI . . 170208 , _
Mx (c,0) = (— 2c1) = — 24 pl2 = — 0,2504pl2,10 9.1812828 22

i. 9Ee . = 2. 242085 „ _
Mx(d,0) = —(2d, — 2d1) = — 0,7 - .065 pl2 = — 0,0208 » .J 720 1/ ‘ 9.1812828
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D e  b ø j e n d e  M o m e n t e r  My i S ø j l e r æ k k e n  L i n i e  c  e r

My(r.w) = — 2d) =- 2 3 5 0 3 8 F
9 . 1 8 1 2 8 2 8  P  1s‘

e l l e r , i d e t  4 ,  =  4 . 4 ,

I . Z 4 Is’ 
r _ I) 2 3 5 0 3 8  2 .  2 3 5 0 3 8  

v ( e ç o )  -  X  9 - 1 8 1 2 8 2 8  I,b = —  1 7  -  9 7 1 8 1 2 8 2 8  p b 2  =  —  0 , 2 4 4 8  p b .

M _ 9E Ig n 2 - 2 7 4 5 0 0
M y ( c ,  1 ) —  52 ( 2 c 1  —  2d) =  —  0 , 6  .  - - - - - - - -  pb2 =  —  0 , 0 2 0 2 P b 2
æ 9 . 1 8 1 2 8 2 8  0040200

M o m e n t e r n e  Mx e r  f r e m s t i l l e t  i F i g .  4 7  o g  M o m e n t e r n e  My i F i g .  4 8  

s a m m e n  m e d  d e  v e d  M a a l i n g  b e s t e m t e  M o m e n t e r .

F i g . 5 0 .

V e d  B e s t e m m e l s e a f d e p o s i t i v e  M o ­

m e n t e r  i S n i t p a r a l l e l l e  m e d  S ø j l e r æ k k e r n e  *  

g e n n e m  F e l t e t s  M i d t p u n k t r e g n e s  m e d  d e n  i  

i F i g . 5 0  v i s t e  I n d d e l i n g .

P u n k t ( d , 1 ) . E l e m e n t e t h a r v a r i e r e n d e  

T y k k e l s e  o g  J e r n i n d l æ g .

I d e t E l e m e n t e t s  A r e a l  e r  Ax.Ay = A, h a r  

m a n  i R e t n i n g e n  x  p a a  A r e a l e r n e 0 , 3 6  A ,  

0 , 2 4  A  o g  0 , 4 0  A  f ø l g e n d e  D i m e n s i o n e r :  

0 , 3 6 4  • •  - Fi = 4  •  0 , 0 9 7  e m 2  p r . e m  ; hn =  1 8 , 1  c m ;

0 , 2 4 4  •  • -  F = 0 , 0 9 7  c m 3  p r .  c m ;  h  =  1 6 , 3  c m ;

0 , 4 0 A  - •  - Fi = 0 , 0 4 3  c m 2  p r . c m ;  hn =  1 6 , 3  c m .

M i d d e l v æ r d i e n  a f  I n e r t i m o m e n t e t  e r

0 , 3 6 - 1
0 , 0 9 7

0 , 0 4 3

1 8 , 1 3 0 , 2 4  0 , 0 9 7
1 5 , 0 °  • ’  0 , 0 4 3

1 6 , 3 2

1 2  +  0 , 4 0
1 5  0 2

1 6 , 3 ^

1 5 , 0 3 le ~  2 , 9  le.

I R e t n . y h a r  m a n

1

1 , 1 4

p a a  0 , 3 6 A  - . . Fi = 3 . 0 , 1 1 1  c m 2  p r .  c m  ; hn =  1 6 , 5  c m ;

» 0 , 2 4 4  • - - Fi = 0 , 1 1 1  c m 2  p r .  c m ; h  =  1 5 , 0  c m ;

» 0 , 4 0 A . . .  F  =  0 , 0 5 4  c m 2  p r .  c m ; h = 1 5 , 0  c m ;

0 , 3 6
0 , 1 1 1

0 , 0 4 3

1 6 , 5 2

1 5 , 0 a
+  0 , 2 4

0 , 1 1 1  +  0  4 0  - 0 , 0 5 4

0 , 0 4 3  T  0 0 0 0  0 , 0 4 3 I .  0  1 , 9  Ie.
3

2

P u n k t  (d, 2).

I R e t n i n g  x  e r  p a a  0 , 6 4  •  F  =  0 , 0 9 7  e m 2  p r .  e m ; ha = = 1 5 , 0  c m ;

» 0 , 4 A  -Fi =  0 , 0 4 3  c m 2  p r .  c m ; hn =  1 5 , 0  c m .

, ( 0 , 0 9 7
Iz —  1 0 , 6  *  +  0 , 4 )  I~ 1,75 1.
\ 0 , 0 4 3 ’lc ex

I R e t n . y  e r  F t  =  0 , 0 5 4  c m 3  p r . c m ; hn =  1 2 , 6  c m .

r 1  0 , 0 5 4 1 2 , 6 2 ,
ly --‘'I o  0 , 6  Ie

-  1 , 1 4 0 , 0 4 3 1 5 , 0 2  ’ c
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Punkt (e, 1).

I Retn. x er Ft = 0,043 cm 2 pr. cm ; hn = 12,6 cm .

, 12,62Ix =  2 Io 0,7 
15,02  -  0 ex

I Retn. y er paa 0,64 • • • F1 =  0,111 cm 3  pr.cm ; hit = = 16,3  cm ;

» 0,44 - ■ • Ft =  0,054  cm 3  pr.cm ; hn =  16,3 cm .

1 16,32 0,111 . 0,054
ly -- - 1 C ( 0,6 • +  0,4 • ) Io 1,65  Ie-

1,14 15,08  0,043 ‘ 0,043  / ’

Punkt  (e,  2). L. = I, = I.

Punkt (d, e, 0,1) og (d, e, 1, 2).

For Ib =  1.12 I, regnes tilnærm elsesvis I = F.

Paa Grund af de stive Kapitæler kan m an m ed tilstrækkelig Til­

nærm else ved Bestem melse af M om enterne i Snit parallelle m ed Søjle- 

rækkerne gennem Feltets M idtpunkt regne Pladen understøttet ved liver 

Søjle i de lire nærm est ved Søjlen beliggende System punkter. Ligesom  

ved Beregningen af de negative M om enter i Søjlerækkerne regnes Pla­

den at strække sig over uendelig m ange Fag i begge Retninger. De 

bøjende M om enter beregnes for en ensform ig fordelt Belastning p baade 

over 9 Felter og over 3 Felter. I Stedet for Belastningen p over 9 

Felter regnes Belastningen p over alle Fag, og i Stedet for Belastningen  

P over 3 Felter regnes m ed en Belastning p i hvert andet Fag, saaledes 

at Belastningen virker i Striber parallelle m ed y-Aksen.

1.. Ensform ig fordelt Belastning p over 9 Felter.

Idet Belastningen regnes ensform ig fordelt over alle Fag, bliver 

Ligningerne

Punkt (d, 1).

2 1 1 2
1

e +1,9
-----

d
— 3,8

-3,8

d +2,9 -5,8 -5,8

+  1,9

+2,9+11,6+7,6+1,75

+  2

+  1,65

— 2

+1,75

e

d 
_

i 3,8 .
—  2

— 3,3
+2

+1,65

5 p\4
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eller 272d, -  168d, —  144e, +  40e, =  —  20 
2 1 2 4 81EI

Paa lignende M aade findes for de øvrige Punkter 

pla
Punkt (d, 2) -  168d, + 194d, + 40e, — 66e, =  10 ,  
2  81E I. 

» (e,1) — 144d, + 40d, + 171e, — 67e, = 10 », 

» (e, 2) 80d, — 132d, — 134e, + 186e, = 10 » .

Den ene af disse Ligninger kan udledes al de tre andre. Sættes 

d1 =  0, faas

167440d, =  16419 ,  
2 81E I. 

» e1 = 19567 » , 

» e9 = 34751»

De bøjende M omenter Mx i Snit 2 er

9E 2. 16419 „ 
M x(d, 2) —  — • 2d, =  1,75 - 6  —  T pl2 = 0,0382pl2, 

11 ‘ 9 • 167440 1 ‘

.9EI x . _  2. 15184 
M x(e,2) = (2eg —  2e1) =  5 —  2 =  0,0201  pl2. 

12 9-167440' ’ 7

De bøjende M omenter M i Snit e er

n 9E2n , 2 - 19567 
Mpe1 = =e.2e == 1,65 9  .167440  pba  =  0,0428  pb°.

M yte.:) = 3"  (2e, -  2d4) - 9.  167440  pb3 = 0,0243  pb°.

M omenterne Mx er fremstillet i Fig. 45 og M omenterne My i Fig. 46 ved 

de fuldt optrukne Kurver. M omenterne Mx og My bestemt ved Forsøg  

er fremstillet i de samme Figurer ved de fuldt optrukne, aftrappede  

Linier.

2. Ensformig fordelt Belastning over 3 Felter.

For at finde M omenterne paa Grund af Stribebelastningen p ens­

formig fordelt over hvert andet Fag med Stribernes Retning parallel med 

y-Aksen kan man først tænke sig Pladen belastet med 1  og —  P  
2  2  

skiftevis i hvert andet Fag. For denne Belastning vil Pladens Nedbøj- 

ning og M omenter i Punkter, som er symmetrisk beliggende med Hen­

syn til Stribernes Begrænsningslinier, være lige store med modsatte For­

tegn. Da baade Søjlerne og de Dele af Pladen, som ligger i Nærlæden 

af Søjlerne, er i Besiddelse af en forholdsvis stor Stivhed, vil Søjlerne 

ved denne Belastning faa en betydelig Indflydelse paa M omenternes Stør-



§ 19.

p\4

Denne Ligning kan skrives

816di — 284d2 — 224e + 40e, = 20 c
1 2 1 1 2 81E1I

For de øvrige Punkter faas

relse og Fordeling, hvorfor der ogsaa tages Hensyn hertil ved Bereg­

ningen. Dernæst tænkes Pladen belastet yderligere med + 9 over alle 

Fag, hvorved den resulterende Belastning bliver + p i hvert andet Fag, 

og de resulterende Momenter findes ved Hjælp af Superpositionsloven.

I Stedet for Stribebelastningen +8 og — 9 med paafølgende To- 

talbelastning 9 regnes med Stribebelastningen + p og — p med paaføl­

gende Totalbelastning p, og de resulterende Momenter, som svarer til 

Stribebelastningen 2 p i hvert andet Fag, halveres.
Ved Stribebelastningen + p og —p skiftevis i hvert andet Fag tænkes 

det i Fig. 50 viste Felt beliggende i en Stribe med Belastningen + P, 
medens Belastningen til højre og til venstre for det viste Felt er — p. 
Der ses foreløbig bort fra Søjlernes Stivhed, og Pladen beregnes, som 

om den var understøttet af Pendulsøjler.
For det i Fig. 50 viste belastede Felt er de søgte Nedbøjninger 

d1, d4, et og Eg. Til venstre for det viste Felt er Nedbøjningerne - d1, 
— d2, — e1 og — e9. Dette kan angives som i nedenstaaende Ligning 

for Punkt (d,1) ved at tilføje et Minus til Tallene 1 og 2 i de to første 

Rubrikker til venstre. Ligningen for dette Punkt bliver da

Punkt (d, 1)

I—
-2 —1 1 2 1

e +1,9

d
-3,8

—3,8

— 

d +2,9 —5,8—5,8

—2

+1,9

+2,9+11,6+7,6+1,75

+2 +2

+1,65

—5,8—3,5

—2

+1,75

e + 2

-3,8 

—2 —2

--3,3

+2

d +1,65
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Punkt  (d, 2) —  284d[ + 194d, + 40e, — 66e, =  10 pH
22  81  E  I‘

* (e, 1) —  224d, + 40d, + 307e, _ 81e9 = 10 »

• (e, 2) 80d, —  132d,  —  162e, + 186e2 = 10 » .

Herved findes

11963012d, = 4517635 _pl 
1 381E I

» d .  =  9547860 »

» et =  5046370 » ,

» eg =  9871230 » .

De bøjende Momenter M0, som herved bestemmes i den paa Pendnl 
søjler understøttede Plade, er

i Punkt (d, 2)
„ 9E
M0c —

It
(2d x - 2d,) =0,1635pl,

» » (, 2)
v 9E

Å
I.

(2e, - 2^ = 0,0895 » ;

» » (G 1)
n 9E
Mow — 

2

I,
(2e,- 2d) 0,0162pb2

» » (e, 2)
i 9E2
204 - X  

D.,
1,

(2e, - 24,) 0,0060 ».

Dernæst beregnes Søjlernes Indflydelse. Paa Grund af Kapitælernes 
Stivhed kan man regne, at det bøjende Moment, som findes ved Over­

gangen mellem Søjlen og Pladen, paavirker Pladen som Enkeltkræfter 
ide fire nærmest ved Søjlen beliggende Systempunkter. Den lodrette 
Kraft, hvormed Søjlen paavirker Pladen i Punkt (d, 1) (Fig. 50), kaldes Xa.

For X2 = —  1 bliver Ligningerne

Vinkelændringen Cp

Punkt (d, 1) 816d, -  284d, —  224e, + 40e, =— 13
20_

» (d, 2) —  284d, + 194d2 + 40e, — 66e9 =
9bE2I

0
» (e, i) -  224,/, + 40d, + 307e — 81e., = 6
» (e, 2) 80d, —  132d, - 162e + 186e = 0

Herved  

%

findes

,5981506d, =

» dg =-

• et =-

» c, =-

73 
— 801912— , 

9bE I'

-1482126 » , 

- 751122 » ,

— 1361126 » .

al Pladen paa Grund af Xa = —  1 er

Cp
2-801912 [3 12
— -------- . ______ -o 0894__

3 l- 5981506 9bEiIe ’ bEI
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F o r u d s æ t t e s  S ø j l e r n e  f o r s y n e d e  m e d  C h a r n i e r e r  i  E t a g e a d s k i l l e l s e r n e  

o v e r  o g  u n d e r  d e n  b e t r a g t e d e  P l a d e , b l i v e r  V i n k e l æ n d r i n g e n  c  a f  S ø j ­

l e r n e  p a a  G r u n d  a f  M o m e n t e t  2  1 1  = 31, s v a r e n d e  t i l  X =  —  10 3 101 210 — 1,

E L l e

E. ILI, 
I.+Ne

h v o r  J i  o g  4  e r  I n e r t i m o m e n t e r n e  o g  h 1  o g  h . L æ n g d e r n e  a f  S ø j l e r n e  

m e l l e m  G u l v  o g  K a p i t æ l  h e n h o l d s v i s  o v e r  o g  u n d e r  P l a d e n . S ø j l e r n e s  

I n e r t i m o m e n t  b e r e g n e s  s o m  f o r  e t  h o m o g e n t  M a t e r i a l e ,  h v i s  E l a s t i c i t e t s -  

k o e f f i c i e n t E ,  = =  1 0  Ei. I d e t  S ø j l e r n e  h a r  r e g u l æ r t , o t t e k a n t e t  T v æ r s n i t ,  

h v i s  i n d s k r e v n e  C i r k e l s  D i a m e t e r  e r  d =  5 6  c m  i S ø j l e n  o v e r  P l a d e n  o g  

dg = =  6 4  c m  i S ø j l e n  u n d e r  P l a d e n ,  b l i v e r

A  = =  0 , 0 5 5  5 6 4  c m 4  o g  / 2  =  0 , 0 5 5  - 6 4 4  c m 4 .

S ø j l e r n e s  L æ n g d e  e r  h 2  —  h g  =  c a .  3 0 0  c m . I n e r t i m o m e n t e t  p r .  L æ n g d e -  

e n h e d  L  e r  u d t r y k t  v e d  I .  =  F i e n  =  c a .  0 , 0 4 3 - 0 , 7  • 0 , 9 . 1 5 , 0 °  c m 4 . M a n  

l i n d e r  h e r v e d  

Et 

Eg
h

1 0  0 , 0 4 3  • 0 , 9  - 0 , 7  - 1 5 , 0 8  

= =  1 0  O F  - - - - 2  - - - - - - —  =  0 , 0 1 2 5 ,  

7 . - - - - - - - - - - . 8  ( 5 6 4  +  6 4 4 )  
1----------300 

o g

C s  =  3  k  -  0 , 0 1 2 5  =  0 , 0 0 2 8  2  =  0 , 0 0 3 0  _

Bile E Ie ’ bE I

D e n  g e n s i d i g e  V i n k e l æ n d r i n g  e r  a l t s a a

C  1 2  1 2
Odd =  d p  + a s  =  X ( 0 , 0 8 9 4  +  0 , 0 0 3 0 )  =  0 , 0 9 2 4  

^EiE ‘ ‘ bEiI(

F o r  S t r i b e b e l a s t n i n g e n  +  p  o g  —  p  s k i f t e v i s  i h v e r t  a n d e t  F a g  e r  

V i n k e l æ n d r i n g e n  a f  P l a d e n ,  n a a r  d e n n e  u n d e r s t ø t t e s  a f  P e n d u l s ø j l e r ,

h v o r v e d

Oim—

l i n d e s

X a

2 - 4 5 1 7 6 3 5 pH . pH 

3 7 - 1 1 9 6 3 0 1 2  ' 8 1 E  L  = —  0 , 0 2 8 0  E

Odm 

Bad

0 , 0 2 8 0

0  0 9 2 4  pbl 0 , 3 0 3  pbl.

D a  C  e i l i l l e  i F o r h o l d  t i l Cp, v i l  e n  F e j l  i  d e  a n t a g n e  V æ r d i e r  a f  

S ø j l e r n e s  E l a s t i c i t e t s k o e f f i c i e n t o g  I n e r t i m o m e n t  k u n  f a a  r i n g e  I n d f l y d e l s e  

p a a  d a d  o g  X 4 .

S u m m e n  a f  M o m e n t e r n e  i S ø j l e r n e  o v e r  o g  u n d e r  P l a d e n  e r

3 X  l  =  3 : 0 , 3 0 3  p l b  =  0,202 plb.

s o m  l o r d e l e s  i F o r h o l d  t i l I n e r t i m o m e n t e r n e  It og I, 

S ø j l e n  o v e r  P l a d e n  o g  0,127 pl2b i S ø j l e n  u n d e r  P l a d e n .

m e d  0,075 pl2b i
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Naar Belastningen p virker i livert andet Fag, medens de øvrige Fag 
er ubelastede, vil Momentet i Søjlerne være halvt saa stort som ved 
Belastningen + p og —p skiftevis i hvert andet Fag.

Med p 930 kg/m3, I — 6,1 m og b = 6,7 m bliver Momentet i Søjlen 
under Pladen

Mx = 3.0,127 pPb = 4-0,127-930-6,12.6,7 = 14700 kgm.

Umiddelbart under Kapitælet landtes for denne Belastning ved For­
søget Forlængelsen 0,0003 paa den strakte Side og Forkortelsen 0,0004 
paa den trykkede Side. Vinkelændringen pr. cm er altsaa

d~ - 0,0003 + 0,0004 M 

ds 64 E,,

hvoraf (med E. = 210000 kg/cm2 og I{ = 0,055-644 cm4):

. 0,0007
M - 64—210000.0,055.641 = 2130000 kgcm = 21300 kgm.

Det ved Maaling bestemte Moment er altsaa ca. 1,45 M., hvor Mw er 

lundet ved Beregning. Sandsynligvis har Trækspændingerne i den strakte 
Side af Søjlen været saa store, at Betonens Trækbrudstyrke Iiar været 

overskredet, hvorfor Vinkelændringen pr. cm er blevet forholdsvis stor 
i Nærlieden af Kapitælet.

For X = — 1 bliver de bøjende Momenter Mt i Pladen

i Punkt (d, 2): Mae = I (2d, - 2d,) =- 0,398 , 

/r 9EL I
» » (e, 2): Max = 2 (2e2 — 2e4) = — 0,204 :

I- b‘

1 Punkt (e,1): May = 12 (2e1 — 2d1) = + 0,028, 
‘ l

9 EL b
‘ » (e, 2): May = 3 (2eg — 2d4) = + 0,040.

De bøjende Momenter i Pladen hidrørende fra Stribebelastningen 
+ P og —p skiftevis i livert andet Fag er

M(+p) = Mo (+P) —Xa Ma.

Momenterne paa Grund af Stribebelastningen p i livert andet Fag er 

M = 4 (Mp + M(tm) = 4 (Mp) + Mo(t» - X M),

hvor M(p) er Momenterne paa Grund af Belastningen p over alle Fag. 
Herved findes
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i Punkt (d, 2): Mx = 4 (0,0382 + 0,1635 — 0,303-0,398) pl2 = 0,0406 pl2,

» » (e, 2): Mx =  +(0,0201 + 0,0895 — 0,303-0,204) p12 = 0,0239 pf;

i Punkt (e, 1): M, = 1 (0,0428 + 0,0162 + 0,303-0,028) pb2= 0,0337 pb3,

• • (e, 2): My = 1 (0,0243 + 0,0060 + 0,303-0,040) pb°= 0,0212 pbe.

Momenterne Mx er fremstillet i Fig. 45 og Momenterne MH, i Fig. 46 

ved de punkterede Kurver. Momenterne Mx og My bestemt ved Maaling 

er fremstillet i de samme Figurer ved de punkterede, aftrappede Linier.

Grunden til, at de positive Mx ved Beregningen kun findes ca. 20 % 

større ved Belastning over 3 Felter end ved Belastning over 9 Felter, 

medens de tilsvarende Momenter bestemt ved Maaling er ca. 50 % større, 

skyldes forskellige Omstændigheder. For det første vil Pladens virkelige - 

Inertimoment ikke variere saa stærkt som det i Beregningen indførte 

Inertimoment, der er bestemt ved Jernindlægget og under Forudsætning 

af, at der ikke optræder Trækspændinger i Betonen. Herved er Momentet 

ved Belastning over 3 Felter fundet for stort i Søjlerne og del pos. Mx 

i Pladen for lille. For det andet er de ved Maaling læstemte Momenter 

tor smaa, og Fejlen er større ved Belastning over 9 Felter end ved 

Belastning over 3 Felter, da Trækspændingerne i Betonen optager en 

større Del af de bøjende Momenter ved Belastning over 9 Felter end 

ved Belastning over 3 Felter. Endelig har sandsynligvis den overvejende 

Del af Formforandringerne ved Belastning over 9 Felter været elastisk, 

medens en større Del af Formforandringerne ved Belastning over 3 Felter 
har været blivende.

N. .1. Nielsen : Spændinger i Plader.
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FO R SK E L L IG E A N V E N D E L SE R .

§ 20. K vadratisk Plade, sim pelt understø ttet langs alle fire Sider,  

ensform ig fordelt B elastn ing .

Pladen forudsæ ttes at hvile paa  

laste sim ple U nderstø tn inger, som til­

lader den frit at dreje sig , m en hin ­

drer den i at bøje sig op eller ned. 

E ndvidere forudsæ ttes konstan t Inerti- 

m om ent.

I Fig . 51 er System lin ierne ind ­

lag t saaledes, at X =10l. B eregningen  

udføres paa lignende M aade som an ­

givet i § 7. L igningerne (16) til B e­

stem m else af D ., D., Dg er

(d, 1)

(d, 2)

(d, 3)

(d, 4)

(d, 5)

(e, 2)

(e, 3)

(e, 4)

(e, 5)

(4 3)

(f, 4)

(f, 5)

(g, 4)

(g , 5)

(h, 5)

—  4D ,  +2D .

D ,— 4D  +  D .

D .- 4D .+ /<

D .— 4D ,+ »<

2D.—4D,

2D, -4E +2E ,

D . + E -4E ,+  E . +  Fx

M an finder herved

48+  2 +  7  =  1 »

2E,—4E, + F -1•
— 4F.+2F 1

E , +  F ,-4F, +  F  +  G , =  1 » 

& +2F ,-4F +  6, -1 ;  

2F -46  +26  1 ,

R +26,-46,  + H . =  1*

4G ,—41, -1,
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Ligningerne (15) til Bestemmelse af d1, dg, dg‘ faas ved i oven- 

staaende Ligningers venstre Side at ombytte D1 med d1, Dx med d2 o. s. v. 

Paa højre Side af Lighedstegnet indgaar de fundne Værdier af D4, D., Dg. 

Herved lindes

1 2 3 4 5

D —187389 —301654 —371428 —409486 -421608
1— p2 pX4

146248 EI

E —501551 —628324 —698660 —721212 ».»

F —795409 —889370 —919672 » »

G -997491 —1032488 » »

H —1069050 » »

1 2 3 4 5
d 93395572682 173088512128 232812624856 269546199040 281921049360

1-p2 pX4 

1462482 EI

e 322029556782 434295186112 503564613416 526932472576
-

» »

/' 586882821042 681306968256 713203801536 » »

g 791508053270 828768606400 » »

h 867855212500 » »

Nedbøjningen samt de bøjende Momenter og Reaktionerne er op­

stillet i nedenstaaende Tabeller. De bøjende Momenter er kun angivet 

med Værdien af Mx for p = O. M, for u = 0 lindes ved Symmetrien om 

en Diagonal. Kaldes disse Værdier af Mx og M henholdsvis Mx (lQ) 

og My(p 0), lindes ifølge Lign. (11) Mx og M0 for en vilkaarlig Værdi 

af u ved
Mx = Mx (1=0) + p-My (=0),

My = M, (p=0) + u- Mx (p=05.

Nedbøjninger.

0 1 2 3 4 5

c 0 0 0 0 0

d 0 0,00044 0,00081 0,00109 0,00126 0,00132 D 18 pl4
(1 — 12) RT 

El

e 0 0,00081 0,00151 0,00203 0,00235 0,00246 » »

/’ 0 0,00109 0,00203 0,00274 0,00319 0,00334

9 0 0,00126 0,00235 0,00319 0,00370 0,00388 » »

h 0 0,00132 0,00246 0,00334 0,00388 0,00406 » »

9*



Momenter Mx for u = 0.

0 1 2 3 4

—
c 0 0 0 0 0 0

d 0 0,0064 0,0093 0,0108 0,0114 0,0116 pla

e 0 0,0113 0,0172 0,0201 0,0215

:----------

0,0219 »

f 0 0,0147 0,0229 0,0272 0,0292 0,0298 »

9 0 0,0166 0,0263 0,0316 0,0341 0,0348 »

h 0 0,0173 0,0275 0,0331 0,0358 0,0366 »

Punkt Reaktion

(c, 0)
((0,085 1-0,087) pl som Enkeltkraft.
[0............................... pr. Længdeenhed.

(d,0) (0,242 — •0,064) pl »

fe 0) (0,350 — • 0,093) »»

(,0) (0,411 — p-0,108) »

tø, 0) (0,444 —U 0,114) »

(h,0) (0,454 — u-0,116) » >

Til Sammenligning anføres de af Dr. Leitz *) angivne Resultater for 
den kvadratiske Plade med ensformig fordelt Belastning. Disse Resul­

tater er lundet ved Løsning af Differentialligningen, idet Belastningsfladen 
fremstilles ved Rækkeudvikling.nsshladen

Nedbøjninger (Leitz, Side 24).

0 1 • 2 3 4 5

c 0 0 0 0 0 «

a ! 0 0,00043 0,00080 0,00108 0,00128 0,00132 - 
0 EI

. 1 0 
__ 0,00080 0,00150 0,00203 0,00238 0,00246

7 0 
—i

0,00108 0,00203 0,00274 0,00322
- ------ — ----

0,00332 » »

g 0 
__ !

0,00128 0,00238 0,00322 0,00382 0,00390 » »
( ---- - -------

• 0 I 0,00132 0,00246 0,00332 0,00390 0,00407 » »

Heinrich Leitz, 

Platten, Berlin,
Die Berechnung der 

1914’.
frei aufliegenden, rechteckigen
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Momenter Mx for p = O (Leitz, Side 27).

0 1 2 3 4 5

—

c 0 0 0 0 0 0

d 0 0,0065 0,0093 0,0108 0,0113 0,0115 pla
e 0 0,0116 0,0172 0,0202 0,0215 0,0220 . »

/ 0 0,0148 0,0230 0,0274 0,0294 0,0299

9 0 0,0169 0,0266 0,0318 0,0344 0,0351 »

h 0 0,0175 0,0278 0,0334 0,0361 0,0368 »

Punkt Reaktion. (Leitz, Side 26 og 38).

— (0,092 — p-0,092) pl2 som Enkeltkraft
(c,0) l 0...................... pr. Længdeenhed.

(«,0). (0,241 — p-0,071) pl » »

(e, 0) (0,346 — p-0,096) » » »

(.0)| (0,411 — p 0,111) » » »

(g,0) (0.446—^-0,116) » » »

(h,0) (0,460—^-0,120), » »

Der er saaledes overall god Overensstemmelse mellem de paa Side 

131—132 fundne og de af Dr. Leitz angivne Resultater.

For at undersoge om man opnaar tilstrækkelig Nøjagtighed, naar

De fundne Værdier af E2, E, og G. indføres i Ligningerne
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4c2+2e — Eg,

e2—3e + 9^ =E1, 

2e —29. = G4,

hvorefter findes

—19

36
p\4 
El’

9. = 83 » ».

De bøjende Momenter og Reaktionerne findes paa lignende Maade som 
i § 7. Resultaterne er opstillet i nedenstaaende Tabeller.

Nedbøjninger.

0 2 4

c 0 0 0

e 0 0,00151 0,00236 3 pl 
DEL

g 0 0,00236 0,00369 » »

Momenter Mx for u = 0.

0 2 4

C 0 0 0

e 0 0,0167 0,0211 
—

PI-

g 0 0,0256 0,0333 »

Punkt Reaktion

(c, 0)
/— (0,066 — u-0,076) pl som Enkeltkraft,

’0................................. pr. Længdeenhed.

(e,0) (0,350 u-0,083) pl»

(g, 0) (0,439 — p-0,1 06) » ,»

Enkeltkraften i Hjørnet findes noget for lille med 1=11. De øvrige 
Resultater er ikke meget forskellige, enten man regner med X 1 
eller X == |I. 10

§ 21. Kvadratisk Plade, indspændt langs alle fire Sider, ensformig 

fordelt Belastning.

I Stedet for den indspændte kvadratiske Plade tænker man sig en 
kontinuerlig Plade, som hviler paa retliniede Understøtninger parallelle 
med Koordinatakserne. Afstanden mellem Understøtningerne er i begge 
Retninger /. Pladen tænkes udstrakt over uendelig mange Fag i begge 
Retninger og overalt belastet med en ensformig fordelt Belastning p. 
Understøtningerne antages al være af en saadan Beskaffenhed, at de 

hindrer Pladen i at bøje sig op og ned. Den indspændte kvadratiske 
Plade kan erstattes af et enkelt Felt af denne Plade, idet Understøtnings- 
betingelserne i begge Tilfælde er de samme.

Inertimomentet forudsættes at være konstant.
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søges, og for Punkterne (c, 1), (c, 2),

(c, 3). (c, 4) og (c, 5). H erved faas 20 Ligninger til B estem m else af de 5  

Størrelser C og de 15 ubekendte N edbøjninger.

D a m an i Ligningerne (15) har faaet indført 5 nye ubekendte, bliver 

denne Frem gangsm aade im idlertid ret besvæ rlig, og det foretræ kkes 

derfor at opskrive Lign. (14) til direkte B estem m else af de søgte N ed- 

bøjninger. Ligningerne bliver da:

(d,  1) 22d,  -16d  + 2d, +  2e
=1 • 0  -

(<(2)--8d,+23d- 8d  + d, —  8e,
=  1 »

(d, 3) d  - 8d, + 21d, —  8d  + d  + 2e  — 8e + 2e, + fe =  1

(d, 4) d — 8d4  +22d  —  8d, + 2e3— 8e,+ 2e, + s. =1 »

(d, 5) 2d,-16d  +21d  + 4e4- 8e, + A =1 »

(e, 2) 2d,-16d,+ 4dx+20e,-16e,  + 2e, +  2/ =1 »

(«, 3) 3d,— 8d,+ 2d, - 8e4+22e  —  8e,+ % - 8/, + 3/ =1 »

(e, 4) 2d,- 8d,+ 2d + q- 8e +21e, —  8e + 27 — 8/4+ 2/, + 9. =1 »

(e , 5) 1 4d.- 8d. + 2e  — 16e, +20e, + 4f,— 8f, + 98 =  1 »

<(.3) 2d, + 2e,-16e,+ 4e, +20/.-16/  + 2/% + 2g, =1 »

(f, 4) d + 3es—  8e + 2e —  8/,+23/,— 8/2 — 8g  + 3g. =  1 »

(f, 5) 4e,  - 8e + 2/,—16/.+20/ + 49.- 8g,+ h. =  1 »

(9, 4) 2e, +  2/8-16/+ 4/ +22g.-16g  +  21. =  1 »

(g ,5) e. + 6A - 8f—16g,+25g,— 8hg =  1 »

(h, 5)
4/ +  89,—32g,+20h, =1 »

Idet X =  Tol, lindes læ rved følgende N edbøjninger:

0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0

d 0,0000469 0,0001207 0,0001863 0,0002289 0,0002436 - s pl
(1 U3 EL’

« 0,0003135 0,0004894 0,0006062 0,0006467 » »  ,

/■ 0,0007701 0,0009588 0,0010243 » »,

g
0,0011969 0,0012799 » »,

h 0,0013694 » » .



§  2 1 .
1 3 6

T ,Momenterne b ereg nes v ed H jæ lp af Lign. (11). I nedenstaaende 
1abel er angivet Momentet Mx fo r p  =  0 . M o m en tern e Mx o g M„ fo r en  
vilkaarlig V æ rd i af u lin d es h eraf so m  an g iv e t i § 2 0 .

M o m en ter M x fo r u  =  0 .

1 ’ 2 3 4 5
1

€ 0 i * 0 0 0 0 0

d —  0 ,0 0 9 4 — 0 ,0 0 2 7 + 0 ,0 0 0 8 + 0 ,0 0 2 3 + 0 ,0 0 2 8 + 0 ,0 0 2 9 AP
e -  0 ,0 2 4 1 -0 ,0 0 7 2 + 0 ,0 0 17

-  —  ----------

+ 0 ,0 0 5 9 + 0 ,0 0 7 6 + 0 ,0 0 8 1 »

/ -  0 ,0 3 7 3 -0 ,0 1 1 7 + 0 ,0 0 2 2 + 0 ,0 0 9 2 | + 0 ,0 1 2 3 + 0 ,0 1 3 3 »

g -  0 ,0 4 5 8 -0 ,0 1 48 + 0 ,0 0 2 5 ( + 0 ,0 1 1 4 | + 0 ,0 1 5 5 |
+ 0 ,0 1 6 6 »

1 — 0 ,0 4 8 7 -  0 ,0 1 5 9
+ 0 ,0 0 2 5 |

+ 0 ,0 1 2 2 | + 0 ,0 1 6 6 |
+ 0 ,0 1 7 9

Reaktionen fo r d en tæ n k te kontinuerlige Plade b ereg n es v ed H jæ lp  

al Lign. (14), so m o p stilles fo r d e S y stem p u n kter, d er er b elig g en d e  

o v er U n d erstø tn in gern e . D e h erv ed b estem te R eak tio n er u d try k k es n r  

Længdeenhed af U n d erstø tn in g ern e o g h alv eres, h v o rv ed m an fin d er  
fø lg en d e lo d re tte R eak tio n er fo r d en in d sp æ n d te k v ad ra tisk e P lad e:

P u n k t

R eaktio n — 0 ,0 6 9

(c , 1 )

0 ,0 6 3

(c , 4 )

0 ,4 1 6

(c , 5 )

0 ,4 3 6 p l

Id e t R eak tio n en i e t v ilk aarlig t S y stem p u n kt o v er U n d erstø tn in g en  

b estem m es ved Lign.(14), i hvilken de fundne Nedbøjninger in d g år  m ed 1 ak to ren (1 —  1 3 ), v il d et ses, a t R eak tio n en er u afh æ n g ig o f c

1 Nærheden at H jø rn ern e o p træ d er sm aa n eg ativ e  R eak tio n er D en  
tæ n k te k o n tin u erlig e P lad e v ild e a ltsaa i N æ rh ed en af P lad efe lte rn es  

Hjorner b ø je sig o p fra U n d erstø tn in g ern e , saafrem t d isse ik k e v ar i 
S tan d til a t g iv e n eg ativ e R eak tio n er.

B ereg n es d en sam m e P lad e m ed  

X = 2 7  (F ig . 5 4 ), b liv er L ig n in g ern e

(e ,2 ) 2 2 d ,— 1 4 d e+ 2e ,= (1 — u ),  

/EI 
(e ,4 ) —7d + 1 5 d ,— 5 e ,= » » ,  

(g ,4 )  2d, — 1 0  + 6 ey =  ,

eraf tin d es

6 =  9 .1  —  ip X

3 2 El’ 
e = 1 6 » » ,  

9  =  2 9 » » .
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D e  h e r v e d  b e s t e m t e  N e d b ø j n i n g e r ,  b ø j e n d e  M o m e n t e r  o g  R e a k t i o n e r  e r  

o p s t i l l e t  i n e d e n s t a a e n d e  T a b e l l e r .

V e d  S a m m e n l i g n i n g  m e l l e m  R e s u l t a t e r n e  s e s ,  a t  M o m e n t e r n e  i  N æ r -

N e d b ø j n i n g e r . M o m e n t e r  M x  f o r  u  =  0 .

0  2  4 0 2  4

c 0 1  0  0 c  0 0  0

0  0 , 0 0 0 4 5  0 , 0 0 0 8 0
pl4 (1—13) Er e :  — 0 , 0 2 2 5 + 0 , 0 0 2 5  + 0 , 0 0 8 8  pi*

g 0  0 , 0 0 0 8 0  0 , 0 0 1 4 5 »  »  . g  — 0 , 0 4 0 0 + 0 , 0 0 3 8 +  0 , 0 1 6 3  »

P u n k t ( c , 0 ) ( c ,  2 ) ( ,  4 )

R e a k t i o n - 0 , 0 6 2 1 0 , 2 5 0 0 , 4 0 6 pl

l i e d e n  a f  P l a d e n s  M i d t e  o g  R e a k t i o n e r n e  l i n d e s  m e d  m e g e t n æ r  d e  

s a m m e  V æ r d i e r ,  e n t e n  m a n  r e g n e r  m e d  X —  1 3 6 4  e l l e r  X =  j / . M e d  À =  A I  

l i n d e s  I n d s p æ n d i n g s m o m e n t e r n e  m i n d r e  o g  N e d b ø j n i n g e r n e  s t ø r r e  e n d  

m e d  X  =  T o l , o g  n a v n l i g  f o r  N e d b ø j n i n g e r n e s  V e d k o m m e n d e  e r  d e r  e n  

r e t  b e t y d e l i g  F o r s k e l  p a a  d e  t ø  R e s u l t a t e r .

I  §  5  e r  o m t a l t , h v o r l e d e s  m a n  v e d  k o n t i n u e r l i g e  P l a d e r  v i l  k u n n e  

o p n a a  n ø j a g t i g e r e  R e s u l t a t e r , n a a r  m a n  f o r  d e  E l e m e n t e r , s o m  e r  b e -  

A 2 z A2z
l i g g e n d e  o v e r  U n d e r s t ø t n i n g e r n e ,  u d t r y k k e r o g  —  —  -  v e d  L i g n .  ( 2 5 )  

A x 2 6  A y 2 8

e l l e r  L i g n .  ( 2 6 ) i S t e d e t f o r  L i g n .  ( 9 ) . F o r  e t v i l k a a r l i g t  P u n k t ( c ,  n )  

b e l i g g e n d e  p a a  U n d e r s t ø t n i n g e n  p a r a l l e l m e d  æ - A k s e n  h a r  m a n  v e d  

L i g n .  ( 2 5 ) :

Az 1 , n 
AyX2c. 2d,) — IT [ 3  ( M g  ( e , n )  M x ( e , n )  +  #  ( M y ( d , n ) - l M x  ( d , n ) ] . ( 7 2 )

F o r  P u n k t  ( d ,  n )  e r  i f ø l g e  L i g n .  ( 9 )  

1y — Xa(Ca 2da+e.)— ET(My(d,n) PtMx(d.n). (73) 

A f  L i g n i n g e r n e  ( 7 2 )  o g  ( 7 3 )  f a a s  

1  1  
(—3,5cn+4d—0,5e,)= — (My(e.n)— UMxc n)). ( 7 4 )

E n d v i d e r e  l i a r  m a n  i f ø l g e  L i g n .  ( 9 )  f o r  P u n k t  ( c ,  n )

Aas — 0 = ET(M=(e,n) KMy (e, n). (75)

A f  L i g n i n g e r n e  ( 7 4 )  o g  ( 7 5 )  f a a s
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3 ,5 c n  + 4 d x  —  0 ,5 e nAy(c, n) — — ni — - - - - - o . - - - - - - - . . .- - - -- - - - - ( 7 6 )
X 3  ( 1  —  1 9 )  ( 7 0 )

A f L ig n . ( 7 5 ) h a r m a n  e n d v id e re

Me(e.w = uMc.w =-Ef 3,5c, +4d,—0,5en.
2 (1  —  1 3 )

D if fe re n s l ig n in g e n  t i l B e s te m m e ls e  a f N e d b ø jn in g e rn e  v i l im id le r t id  fa a  

e n s im p le re  F o rm , d e rs o m  m a n i S te d e t fo r d e t te  U d tr y k fo r Mx 

a n v e n d e r L ig n . ( 1 1 ) , h v o re f te r

A a

M z (c .n )  =  —  El Au = — MET 2Cn + 2d.
1 —  p s -  X 3  ( 1 —  1 3 )

A lle  d e  L e d , h v o r  F a k to re n  u  in d g a a r i D if fe re n s l ig n in g e n s  v e n s t re  S id e ,  

v i l h e rv e d  fo r s v in d e  l ig e s o m  i L ig n in g e rn e  ( 1 3 ) o g  ( 1 4 ) .

V e d  B e re g n in g e n  m a a  d e r i a l le  T il fæ ld e  s ø rg e s  fo r , a t e t v i lk a a r l ig t  

E le m e n t e r i L ig e v æ g t . F o r a t l in d e  d e n  r ig t ig e  F o rd e lin g  a f d e  in d re  

K ræ fte r u d t r y k k e s d e b ø je n d e o g d e v r id e n d e  M o m e n te r v e d  F o rm -  

fo ia n d r in g e rn e s a a v id t m u lig t i O v e re n s s te m m e ls e m e d d e v ir k e l ig e  

F o rh o ld . D a  d e  F o ru d s æ tn in g e r , s o m  e r n ø d v e n d ig e  fo r a t k u n n e  u d -  

t r y k k e  M o m e n te rn e  v e d  F o rm fo ra n d r in g e rn e , a lt id  e r m e re  e l le r m in d re  

m a n g e lfu ld e , k a n d is s e  F o ru d s æ tn in g e r , u d e n a t d e t fa a r In d f ly d e ls e  

p a a  N ø ja g t ig h e d e n a f R e s u lta te rn e , t i l le m p e s s a a le d e s , a t B e re g n in g e n  

ik k e  b l iv e r u n ø d v e n d ig  b e s v æ r l ig  a t u d fø re .

Id e t L ig e v æ g ts b e t in g e ls e rn e  fo r e t v i lk a a r l ig t E le m e n t o p fy ld e s  u a f -  

h æ n g ig t a f , h v o r le d e s  M o m e n te rn e u d t r y k k e s  v e d  F o rm fo ra n d r in g e rn e ,  

v i l m a n  m e d  e n  g o d  T iln æ rm e ls e  k u n n e  u d t r y k k e  Met(e,n) v e d  L ig n .  ( 1 1 ) ,  

m e d e n s  My(e,n) u d t ry k k e s  v e d  L ig n . ( 7 6 ) .

F o r  e t  v i lk a a r l ig t  P u n k t (k, 0 ) , b e l ig g e n d e  p a a  U n d e rs tø tn in g e n  p a ra l le l 

m e d  g -A k s e n , h a r m a n  i L ig h e d  m e d L ig n . ( 7 6 )

M _ EL 3,5k0 4k— 0,5k, 
WWx ( k , 0 )—  —  — —  — 2— 2.

X 2  ( 1  —  3 )
(77)

N a a r m a n  v e d  B e re g n in g e n  m e d X = t l (F ig . 5 3 ) i L ig n . ( 8 ) u d -  

t r y k k e r My fo r d e  P u n k te r , s o m  e r b e l ig g e n d e  o v e r  U n d e rs tø tn in g s l in ie n  

6 , v e d  L ig n . ( 7 6 ) , o g  Mx fo r d e  P u n k te r , s o m  e r b e l ig g e n d e  o v e r  U n d e r -  

s tø tn in g s l in ie n  0 , v e d  L ig n . ( 7 7 ) , m e d e n s  a l le  ø v r ig e  M o m e n te r u d t r y k k e s  

v e d L ig n . ( 1 1 ) , b l iv e r d e  5 fø r s te L ig n in g e r (S id e 1 3 5 )

( d ,  1 ) 2 6 d ,— 1 7 d ,  +  2d +  2 e ,

( d , 2 ) -8 d  + 2 5 d , -  8 d ,+ d , - 8 ,5 e ,+  3 e ,

( d ,  3 ) d , 8 d .+ 2 3 d , 8 d ,+ d § + 2 e — 8 ,5 e  +  2 e .

(d, 4) dg—  8 d , + 2 4 d  —  8 d , +  2 e g — 8 ,5 €  +  2 e 8

(d, 5) 2d—16d +23d, + 4e —8,5e

= (1 — P 1 •  

=  =  =  »  »  ,

+  &  =  » » >  ,

+ / = > > ,  

+ & = » » .

D e  a n d re  L ig n in g e r b l iv e r u fo ra n d re d e .
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Man linder herved følgende Nedbøjninger

§21.

0 1 2 3 4 5

c 0 0 0 0 0

d 0,0000339 0,0000951 0,0001506 0,0001869 0,0001993 0EI

e 0,0002673 0,0004280 0,0005354 0,0005726 » » ,

/ 0,0006907 0,0008685 0,0009306 » » ,

g 0,0010953 0,0011748 » » ,

h 0,0012604 » ».

Momenterne Mx bestemmes herefter for Punkterne over Understøt- 

ningslinien 0 ved Lign. (77) og for de øvrige Punkter ved Lign. (11). 

Momenterne Mx for u = 0 er angivet i nedenstaaende 1 abel.

Momenter Mx for u = O.

0 1 2 3 4 5

C 0 0 0 0 0 0

d —0,0088 —0,0027 +0,0006 +0,0019 0,0024 +0,0025 pl2

e —0,0247 —0.0077 4-0,0012 +0,0053 +0,0070 +0,0075 »

/ —0,0388 —0,0127 +0,0015 +0,0085 +0,0116 +0,0124 »

ff 0,0480 —0.0162 +0,0015 +0,0106 0,0147 +0,0159 »

h —0,0511 —0,0174 +0,0015 +0,0114 +0,0159 +0,0171 »

Dr. Leitz*) har ved Løsning af Differentialligningen med Belast­

ningsfladen fremstillet ved Rækkeudvikling fundet Nedbøjningen midt i 

Pladen
- - = 0 00127 (1 — u2)pl ,

.<(h,5) — 0,00127

og Momenterne Mx for u = O:

0 1 2 3 4 5

c 0 0 0 0 0 0

d —0,0077 —0,0027 +0,0003 +0,0018 +0,0019 +0,0026 pl*

e —0,0248 —0,0074 +0,0010 +0,0051 +0,0066 +0,0081 »

/ —0,0391 —0,0126 +0,0014 +0,0085 +0,0113 +0,0134

ff —0,0482 —0.0159 +0,0017 +0,0105 +0,0148 0,0171 »

h —0,0515 —0,0172 +0,0017 +0,0114 +0,0158 +0,0184 »

*) Leitz, Berechnung der eingespannten rechteckigen Platte, Zeitschrift f. Math. u. 

Physik, Bd. 64, 1917.
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Naar undtages Momenterne i Linie 5, som af Dr. Leitz er angivet 
indtil8 % større end de ved Anvendelse af Differensligningen fundne 

Værdier, er der overalt særdeles god Overensstemmelse.

Reaktionerne 1 den tænkte kontinuerlige Plade beregnes ved Hjælp 

aign. (8). For det vilkaarlige Kantsystempunkt (c, n), for hvilket 
Lign. (8) opskrives, udtrykkes M ved Lign. (76), medens de øvrige 
Momenter, som indgaar i Ligningen, udtrykkes ved Lign. (11). Ligningen 

til Bestemmelse af Reaktionen i Punkt (c, n) bliver da

eller, idet Nedbøjningerne i Linie c er Nul

40,-1 — 20dn + 4dx+ + 3en = (1 — u2)(p)2 R 
\ P EI

De herved bestemte Reaktioner udtrykkes pr. Længdeenhed af Under- 

s otningen og halveres, hvorved man finder følgende Værdier:

Punkt (e,0) (e,1) (c,2) (c,3) (c,4) 
Reaktion 0,043 0,056 0,231 0,350 0,416

0,437 pl

De fundne Reaktioner er fremstillet ved den aftrappede, punkterede 
Linie ti venstre i Fig. 55. Reaktionens virkelige Forløb er antydet ved 
den fuldt optrukne Kurve.
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M ed X .=  $1 (F ig . 5 4 ) b liv e r L ig n in g e rn e , id e t My fo r P u n k te rn e i

L in ie c u d try k k es  

L ig n . (7 7 ),

v ed L ig n . (7 6 ) o g Mx fo r P u n k te rn e i L in ie 0 v ed

(*, 2) 2 6 e 2 —  1 5 e +  2 9 4 =  (1  —  13) EI’

(e , 4 )

(g ,4 )  
h e ra f lin d es

—  7 e  +  1 7 e —  5 ,5 9  =  »  » ,

2 e9  —  1 0 e + 6g = = » » ;

. - 3 3 1 .1  —  P p X 4
a 3 3  1 6 5 8  El

€  = 6 2 4  »  • » ,

9 4 =  1 2 0 6 » » .

D e h e rv ed b es tem te N edb ø jn in g e r, b ø jen d e M o m en te r o g R eak tio n e r 

lin d es an g iv e t i n ed en staaen d e  T ab e lle r .

N ed b ø jn in g e r. M o m en te r Mx fo r u  =  0 .

0 2 4 0 2 4

C 0 0 0 c 0 0 0

e 0 0 ,0 0 0 3 2 0 ,0 0 0 6 0
0 EL

e — 0 ,0 2 4 4 + 0 ,0 0 0 9 + 0 ,0 0 7 1 pl*

g 0 0 .0 0 0 6 0 0 ,0 0 1 1 6 »  » 9 — 0 ,0 4 5 7 + 0 ,0 0 1 0 + 0 ,0 1 4 0 »

P u nk t I (c ,0 ) (c , 2 ) IG  4 )
—

R eak tio n — 0 ,0 3 0 0 ,2 3 6 0 ,4 0 4 p l

D e fu n d n e  R eak tio n e r e r frem stille t v ed d en a ftrap p ed e , p u n k te red e  

L in ie til h ø jre i F ig . 5 5 .

N aar d e b ø jen d e  M o m en ter i P lad en o v e r U n d erstø tn in g en  u d try k k es  

v ed L ig n in g e rn e (7 6 ) o g (7 7 ), lin d es saa led es en g o d O v eren ss tem m else  

m e llem d e m ed \  =  T 0 l o g d e m ed X =  * I b e reg n ed e M o m en ter o g  

R eak tio n e r. F o r N ed b ø jn in g e rn es V ed k o m m en d e e r d e r o g saa b e ty de lig  

b ed re O v eren ss tem m else en d i d e t tid lig e re b eh an d led e T ilfæ ld e , h v o r  

a lle M o m en te r u d try k te s v ed L ig n . (1 1 ).

D r. H en ck y * ) h a r i M id tp u n k te t (c , 5 ) a f U n d ers tø tn in g en fu n d e t  

R eak tio nen 0 ,4 4  pl o g i F je rd ed e lsp u n k te t, b e lig g en d e m id t im e llem  (c , 2 ) 

o g (c , 3 ), R eak tio n en  0 ,3 0  pl, h v ilk e t s tem m er g o d t m ed d e o v en fo r fu n d n e  

V æ rd ie r.

R eg n es u  =  0 ,3 , b liv e r d e t b ø jen d e M o m en t Mx(h.5) m id t i P lad en  

o g  In d sp æ n d in g sm o m en te t Mx(h,0) v ed  M id ten a f In d sp æ n d in g en , b e reg n e t  

m ed X  = = 1 0  l o g L ig n . (1 4 ) fo r a lle S y stem p u n k te r

* ) H . H en ck y , D er S p an n u n g szu s tan d  in rech teck ig en P la tten , M ü n ch en u n d  

B erlin , 1 9 1 3 , S id e 4 9 .
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Mx,6)  = = + 0,0233 pl2 og Mx(h.0) = —  0,0487 pl2,

og beregnet med A = Tel og Ligningerne (76) og (77) for Punkterne over 
Understøtningerne

Mx(N,6) = =  +0,0223  pl og Mx(b, o)= —  0,0511 pl.

De tilsvarende Momenter tinder Dr. Hencky*)

Mx(h.s) = = +0,023 12 og Mx(h,0) = = —0,051 pF,

og Dr. Érpad Nadai**)

Mx(h;5) = = +0,023 pl2 og Mx(h.0)  = = —0,049 pl2.

§ 22. Kvadratiske og rektangulære Plader, simpelt understøttede 
langs to modstaaende Sider, ensformig fordelt Belastning.

En rektangulær Plade med Siderne / og b 
(Fig. 56) tænkes simpelt understøttet langs Si- 

_  ________ * derne b, medens Siderne I er frie. For en 
vilkaarlig Belastning paa .denne Plade kan de 

9 bøjende Momenter i et Snit parallelt med 
Understøtningerne beregnes paa samme Maade 

- som i en Bjælke med Spændvidde /. Man kan 
y f_____________ i altsaa ved de statiske Ligevægtsbetingelser tinde

Fig. 56. hele det bøjende Moment i Snittet, men man 
ved ikke paa Forhaand, hvorledes dette Mo- • 

ment fordeler sig i Snittet. Selv naar Belastningen paa Pladen er ens­
formig lordelt og Pladens Inertimoment konstant, vil Størrelsen af det 
bøjende Moment pr. Længdeenhed i Snittet variere. Ligeledes vil Pla­
dens Nedbøjninger langs Snittet og Reaktionerne pr. Længdeenhed langs 
Understøtningerne variere.

Ifølge Lign. (9) er
A2z 1
Ay2 ET (Mp uM.).

Dersom b er stor i Forhold til 1, vil ne for en ensformig fordelt Be­

lastning være lille i Alstanden 3 Ira de frie Kanter, saaledes at man 

9 A% .loi b=00 liai . =  0, og My = uM.. X vil være størst ved de frie 
49 Ay:

*) H. Hencky, Der Spannungszustand in rechteckigen Platten, München 

und Berlin, 1913, Side 53.

**) Arpåd Nådai, Die Formänderungen und die Spannungen von rechteckigen elastischen 

Platten, Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, 

Heft 170 und 171, Berlin, 1915, Side 86.
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Kanter, hvor M = O.
Pladen tilnærmelsesvis forholde 

tilstrækkelig nøjagtigt kan regne My

For at undersøge, hvilken Betyd­

Dersom b derimod er lille i Forhold til 1, vil 

sig som en Bjælke, for hvilken man 
= 0.

ning disse Forhold har, bestemmes i de 
følgende Exempler Nedbøjningerne, de 
bøjende og de vridende Momenter samt 

Reaktionerne for kvadratiske og rekt­

angulære Plader med forskelligt For­

hold mellem l og b. I alle de be­
handlede Tilfælde forudsættes ensfor­

mig fordelt Belastning p og konstant 

Inertimoment.

1. Kvadratisk Plade. \= ±1. 

(Fig. 57).
Nedbøjningerne i Linierne 1 og 

2 beregnes ved Hjælp af Ligningerne 

Side 46—47. Disse Ligninger er

(V—4u -^^G—(j—2p-gu2) cg—(6—2u) d1+(2—u)dg+ e^ =4(1—u 

($ — 2p—$2)c +(4- 2u— p)c.+ (2- p) d1—(4—p)dg + 6-% »

—(6—2p)ci +(2—p) cg

(2—^q -(4-10c

+18d, — 7d,— 7e( +2c,=1 »

7d, +11d,+ 2e1—5e, =1 »

Ct

C2

— 7d. + 2d +11e —5e,= 1 »

+ 2d, — 5d,— 5e1 +6 e = 1 »

For u = 0,3 lindes herved
1 — u 2

c =5513965380
1961686054 EI

c. = 8822535120 » » , 

d, = 5031515286 » » ,

d. = 8054138421 » » , 

e = 4855960179 » » , 

e, = 7771102227 » » .

1 Punkterne (c, 1) og (c, 2) er ifølge Lign. (33)

Mx(c,1)— El 2c + C2
X2

og M.(.) = —EIS(s.

I de øvrige Punkter bestemmes Mx og M4 ved Hjælp al Lign. (11), som 

ogsaa anvendes til Bestemmelse af M..

Nedbøjningerne samt de bøjende og de vridende Momenter er angivet 

i omstaaende Tabeller.
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Nedbøjninger.
Momenter M..

012 0 1 9

< -_________ J__ I
C O ! 0,00835 | 0,01336 '0,0141 j +0,0083 0 pi

ø0 0,00761 0,01219 +0,0051 +0,0031 0 ,
g || 0 i 0,00735 | 0,01178 »

0 0 0

Momenter Mx.
Momenter

0 1 2
C 0 | +0,0835 +0,1252 plc

o 0 o pl
d 0 +0,0797 + 0,1196 a

0 +0,0133 +0,0175

e 0 +0,0785 +0,1178 , e
0 • +0,0169 +0,0246

47 lindes Reaktionerne i PunkterneT ed Hjælp af Ligningerne Side 46- 
(c, 0), (d, 0) og (e, 0).

46) I Hjornetoptræder som Reaktion en Enkeltkraft, der ifølge Lign
(46) er Ra = 2Mea, hvor Mw betegner det vridende Moment pr. Baengde: 

ved Hjørnet. Ved Konstruktion (Fig. 58) findes 8

Mba = + 0,0225 pl2.

Ra — + 20,0225 = + 0 045 D[2 
7 CTO L.

Den øvrige Del af Reaktionen 
beregnes pr. Længdeenhed af Under- 
støtningen, hvorved man finder

og Hjørnereaktionen bliver altsaa

Reaktion

(d, 0)

(e, 0)

0,409 »

0,442, »

Fig. 58.

2 som Enkeltkraft, 
10,348pl pr. Længdeenhed,.

»

frie Kanter end midt i Pladen, 
ved Midten at Understøtningen.

De fundne Nedbøjninger, bøjende 
Momenter og Reaktioner er frem- 
stillet i Fig. 59. Det ses, at baade 
Nedbøjningerne og de bøjende Mo­
menter er større ved Midten af de 

Reaktionen pr. Længdeenhed er størst 
Den aftager nd imod Pladens Hjørner,
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KVADRATISK PLADE

med konstant /nerlimoment.

Simpelt underslalle/ longs to modstadende Sider.

u - 03.

Beloslning p ensformig fordelf.

NEDBØN/NGER.

MOMENTER M.
(Snitretning * Understetn)

0
0

/7
5

0
/ 

0
0

2
4

6
-

0
.0

/3
3

6
/3

 

0
0

/6
9

 -

N. J. Nielsen : Spændinger i Plader.

Fig. 59.
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inen til Gengæld vil der i Hjørnerne som Reaktioner optræde de angivne 
Enkeltkræfter.

Til Sammenligning beregnes Nedbøjninger, bøjende Momenter og 

Reaktioner for en Plade med b =  00, u =  0,3, ensformig fordelt Belast- 

ning P, Spændvidde l og X =1l (Fig. 60).

For et Punkt i Linie 1 bliver Lign. (16)

—22, + Z,=(1-UsDX  

og Lign. (15)

Fig. 60- —2z, + "•> =  Z,,

og tor et Punkt i Linie 2 bliver Lign. (16)

1 3)27 Og Lign. (15) 5-:=2,

Heraf lindes

FI = 5 (1 - U2) DX = *.091
EI 825 EI 

5, = 8 » » — 8 , ,
2 9  625 * » .

Resultaterne er angivet i nedenstaaende Tabel.

Punkt

— 

0 1 2

Nedbøjninger 0 0,00728 0,01165
pi 

El

Momenter Mx 0 +0,0800 +0,1200 pl=

Momenter M 0 +0,0240 +0,0360 pl=

•
Reaktion 0,5 pi

For en Plade med u  =  0 faas

Punkt 0 * 1 2

Nedbøjninger 0 0,00800 0,01280
ph

EI

Momenter Mx 0 +0,0800 +0,1200 pl

Reaktion 0,5 pi

Samme Værdier faas for en Bjælke, naar I betegner Bjælkens Inerti- 
moment, P Belastningen pr. Længdeenhed og Mx det bøjende Moment i 
Bjælken.
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Nedbøjningen midt i den kvadratiske Plade er lidt større end i en 
uendelig lang Plade, og Nedbøjningen ved de frie Kanter af den kvadra­
tiske Plade er lidt større end Nedbøjningen af en Plade med u = O.

2. Kvadratisk Plade, X=+I (Fig. 61).

Ligningerne til bestemmelse af Nedbøjnin- 
ningerne c1 og d er 

(c, 1) (1—2u—13)c—(3—p)d, =}(1—pa), 

(d,1) —(3— p)q +4d, = 1 » » .

For p = 0,3 faas

c = 940.1—2 PX4 
1 826 El

d1 = 841 » ».

Herved bestemmes følgende Nedbøjninger og Momenter.

Nedbøjninger.

0 1

C 0 0,01278 pl4 
El

d 0 0,01144 »

Momenter M..

1 1

c

d
0,0093 0 pl*

0 0 »

Momenter Mz.

0 1

0 0,1151 pl2

d 0 0,1091

Momenter M4.

0 1

C 0 0 Dl

d 0 0,0206 »

Ved Konstruktion af M-Fladen (Fig. 62) 
bestemmes Hjørnereaktionen

Ba = 2Moa = 2 • 0,0225 pl = 0,045 pl2.

Reaktionerne bliver

Punkt

(c, 0)

(d, 0)

Reaktion

10,045 pl

I0,354 pl

0,438 »

som Enkeltkraft, 

pr. Længdeenhed.

» »

10*
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om For en Plade med b =oo, P = 0,3, ensformig fordelt Belastning p 
og Spændvidde Z, findes med \—i/ 8P

Punkt 0
-----------------

1 :
Nedbøj ninger 0 0,01123 pl4

---------- - ---------- ET

Momenter Mx 0 0,1111 pl

Momenter M A 
0 0,0333 pl*

Reaktion 0,5
p!

For en Plade med p = 0 eller for en Bjælke faas

Punkt 0 1

Nedbøjninger
! 0

0,01233 pl
El

Momenter Mx

Reaktion

0

0,5 |

0,1111 pr­

pi

Ved Sammenligning mellem Resultaterne for den kvadratiske Plade 

beregnet med og med A=4V, ses, at man i Almindelighed linder 
aade Nedbøjningerne, Momenterne og Reaktionerne tilstrækkelig „„j.

agtigt med À = 1 Z.

3. Rektangulær Plade, b=21, X=47(Fig. 63).
Nedbøjningerne bestemmes af Ligningerne

(c 1) (—2u—4us)c, 

(d,1) —(4—p)q
—(4—p)d1+ et =+ 

a
+10 d - 6e + 6=1

1ET 
» » ?

(e, 1) C 6dx+12e,- 6/1=1 » »
(,1) 2d,—12e, +11/, =1 » »

For p = 0,3 fäas

dt = 40509 > 

e1 = 39285

/ = 39084 ,
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Nedbøjninger.

Momenter Mx.

0 1

c 0 0,01298
pl4 

El

d 0 0,01152 »

e 0 0,01117 »

/ 0 0,01111 »

Momenter M„.

Momenter Mg.

0 1
1 1

d
0,0101 0 pE

e—
0,0024 0 »

L
0,0004 0 »

-
-0,0004 0 »

Ved Konstruktion

0 1

C I 0 0,1168 pE

d 1 0 0,1106 »

e 0 0,1096 »

f 0 0,1095 »

I

(Fig.

c 0 0 pl2

d 0 0,0231 »

e 0 0,0303 »

7 .0 0,0319 »

af M.-Fladen
64) lindes Hjørnereaktionen

Ra = 2Mpa = 2 • 0,024 pl2 = 0,048 pl2.

0
0
2
4
p
/

Reaktionerne bliver

Punkt

(c, 0)

(d, 0)

(e, 0)

(f, 0)

(0,048 pl2 
10,351 pl 

0,452 » 

0,483 » 

0,491 , 

Reaktion 

som Enkeltkraft, 

pr. Længdeenhed.

»

»

»

Ved (ß 1) er Nedbøjningen ca. 1 °/0, Mx ca. 1,5 % og My ca. 4 % 

mindre end for en Plade med b ==o0 (Side 148). Ved (f,0) er Reak­

tionen ca. 2 %/ mindre end for en Plade med b = oo. Naar Pladens 

Bredde b er mindst dobbelt saa stor som dens Spændvidde I, kan man 

derfor ved Beregning af Nedbøjninger, Momenter og Reaktioner for den 

Del af Pladen, hvis Afstand fra de frie Kanter er lig med eller større 

end Spændvidden, med tilstrækkelig Tilnærmelse regne som for en 
Plade med b =oo.

Hjørnereaktionen og det bøjende Moment Mx langs de frie Kanter 
tindes lidt større for Pladen med b = 21 end for den kvadratiske Plade
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Fig. 65.EDCBA

2  

0  /  2  3  4 . R e k ta n g u læ rP la d e , b=\( X =17
S T ----- ------ ------ ------T  (F ig . 6 5 ).  * 5

P u n k te rn e (d , 1 ) o g  (d , 2 ) lig g e r i n æ s t-  

y d e rs te R æ k k e b a a d e fra L in ie c o g fra  

L in ie e. P a a lig n e n d e M a a d e so m v e d  

O p stillin g e n a f L ig n in g e rn e (4 3 ) o g (4 4 )  

h a r m a n

c , . A 4 - I R C o (2  — 2 u )  c , — u c , 
fo r P u n k t  (d ,  1 )  X 4 -X  1 4 7 .1

■ A y 4  + 4 0 1
: ( le (2 — 2 p )e t — H e g ,

, .  A 4 - ( u c . (2 — 2 u )c , — u c .for Punkt (d,2) A X +4d 
—ue —(2—2p)ex —ues

d

In d sæ ttes d isse U d try k i L ig n . 1 3 , fa as fo r P u n k t (d ,  1 )

0 1 2  1

+ (2 — 2 p ) -(6 2 u ) + (2 — 1 )

(6-2u) + 1 7 -8

+ (2 -2 u ) -(6 -2 u ) | + (2 -p )

= (1 — 2 )
p\4 

El‘

o g fo r P u n k t (d, 2 )

0 1 2 1 0

c + (2 -p ) (6 -2 1 ) + (2 -p )
d 1 —8 1 8

-8 + 1
(1 2 D X 4  
E l

+(2-p)| — (6 — 2 1 ) (2 -p ) |

L ig n in g e rn e til B e s tem m e lse a f N e d fø jn in g e rn e b liv e r d a

1 )  

(d , 2 )

( ,1 ) (% 4 u 3 8 )c  (4 -2 -2 1 8 )6  (6 — 2 )d ,+ 2 1 0 d ,  =  1 -5 - ,  

*  « 8 -4 -4 8 )  + (-- u c + (l-2 u )7 ,-(6 -2 )d ,  =  )  ET

(1 2 4 u )c x  + (4 — 2 p c , - + 1 8 d , -  8 d , =  1 , ,

(8 — 4 u c ;  -(2 — 4 p )c , — 1 6 d ,  + 1 8 d ,= 1 ,

F o r p  =  0 ,3 fa as C  =  6 0 1 8 6 0  1 — u 2  p )4
215796 EI

C , =  8 4 2 5 2 0 »  ,

di = 566850 ,

d, = 793998 , ,
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Nedbøjninger.

0 1 2

c 0 0,00991 0,01388
P^

ET

d 0 0,00934 0,01307 »

Momenter Mz.

0 1 2 i

C 0 0,0953 0,1268 pla

d 0 0,0922 0,1232 »

Momenter M.

0 1 2

c-

d

0,0071 0,0027 pl

Momenter Mg.

0 1 2

c 0 0 0 pla

d 0 0,0092 0,0114 »

Ligningerne til Bestemmelse af Reaktionerne er

, or Se
(c, 0) —(3—2u—u3)ct +(2—43)2 +(2—2u)d1 =(1—u3)(pX°—R) El’

(d,0) (4—2u)c1 -(6—2u)d1+d9 = » (2pX2—R) » .

Ved Konstruktion af M4-Fladen (Fig. 66) 

lindes Hjørnereaktionen

R2 = 2Ma = 2• 0,018 pl2 = 0,036 pl2.

Den øvrige Del af Reaktionen udtrykkes 

pr. Længdeenhed af Understøtningen, hvor­

ved man linder

0
0

/8
p

/-

Fig. 66.

Punkt Reaktion

0,036 pl2 som Enkeltkraft,

0,331 pl pr. Længdeenhed, (c, 0)

(d,0) 0,381 » » »

For en Plade med p = 0 eller for en Bjælke (ensformig fordelt Be­

lastning p. Spændvidde l, X=;0) laas

Punkt 0 1 2

Nedbøjninger 0 0,00977 pl- 0,01368 El

Momenter Mx 0 0,0938 0,1250 pl2

Reaktion 0,5

Naar Pladens Spændvidde I er dobbelt saa stor som dens Bredde b, 

bliver Nedbøjningen langs de frie Kanter ca. 1,5 % større end tor en
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Bjælke med samme I, p, E og I.

gennem Midten af Pladen bliver Nedhet . ------ "
Bjælken. De bøjende Momenter Nedbajningen ca. 4% mindr
gerne bliver ved Kanten af Spittel es 1 o " vu vnuerstøtnin- 
ca. 1,5 % mindre end Momentet 'i en 5  s orre og i Midten af  Snittet 
kan altsaa for Nedboinina jælke med samme l og p

tilstrækkelig Tilnærmeise gernes og Momenternes Vedkommende

Iet Snit parallelt med de frie Kanter

, - e end for
et Snit parallelt med Understøtnin-

i en Bjælke med samme I ou n Man

er midstt dobbelt uha or  c  Pulierike haar Sendviol

Reaktionen pr. Længdeenhed er som . 
er simpelt understøttede langs to er som sædvanligt ved Plader, der 
af Understøtningen og altagende udnc  Sirer storst ved Midten 

optræder Enkeltkræfter. 5 mod Hjørnerne, hvor der tillige

$23. Plade, simpelt understøttet i den ene .
i den anden ns Retning og kontinuerlig

, I det følgende skal behandles en Plade som er .
langs to parallelle lange Sider OR le, sor er simpelt understøttet 
beliggende vinkelret Daa de er og k uerlig over Understøtninger, 
Understetninger inddeles  I lige stete Slu ealcies at Pladen ved disse 
,Understøtningerne antages at Nrndratiske eller rektangulære Felter.

ned. Ved Beregningen forudsiettes Maden Pladen i at beje sig op og 
mange Felter. Belastningen n n maden at strække sig over uendelig 
Fell, eller over livert andet Fell. ensformig fordelt, enten over hvert 
være konstant. ‘ Inertimoment forudsættes at

Beregningen gennemføres ved P
man imidlertid herved finder e Hjochp af Ligningerne Side 46—47. Da 
gerne lidt for Saina, udfores oNit fomenter over Understotnin- 

agtigere Bestemmelse af disse iBelast 8 | P over alle Felter en nøj- aisse Momenter ved Anvendelse af Lign. (77).
1. Kvadratiske Felter X = 11

(d, 1)

(d, 2)

(d, 3)

(e, 1)

(e, 2)

(e, 3)

(, 1)

(/ 2)

(,3)

Heraf

ensformig fordelt over alle Felter (Fix 67 

Bestemmelse af Nedbøjningerne er: 8.)

Belastning p 

Ligningerne til

20d,— 8d.+ d g
1 9 F dg 8e + 2e9 + 6 

8/7+204,8dx+ 2e,-8e,1 20 c 
2d1—16d, +194, s  es + & =1 

—8d, + 2d. +22 RAL 78-1 
2d, 8d, + 27 2  Neg + 4— 8/+ 2/ =1 

20€ 8e +22e— 8e+ 2/ — 8/ +27=1 
44,8d,+ 2e—16ey +21es 1 47. XX

24 , 8  */2 0/3— 1

7 ,PX4 
(1—13), 

El 
» »

»  » 2 

»  » 2 
»  » 

»  »
1 16e + 4e. +216 r

2d L 1 2 F21/1 O/2T 4=1
4 27. I 4e-16e + 4e-8/1+21/— 8/8 =1

3 I 8e2—16e -+ 2/—167 +20/  =1 
findes

>

»  » > 

» »  ,
» »  .
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1 2 3
—

d 312300287 649978732 782707185
1— p2 p\4

509913612 El '

e 500861088 1063162620 1286829180 » »

/
561594007 1200319172 1455519195 » »

Fig. 67.

Nedbøjninger.

0 1 2
3

C 0 0 0 0

J 0 0,00047 0,00098 0,00118 (1—12)1

e 0 0,00076 0,00161 0,00195 ,»

/ 0 0,00085 0,00182 0,00220 » »

Momenter Mz.

0 1 2 3

c 

d

0 0 0 0

—0,0340 —0,0014++0,0067 0,0112 +-0,0129 0,0145+p 0,0152 pl=

e —0,0546 —0,0033+1-0,0070 0,0185+p-0,0150 0,0244+p 0,0183 »

C —0,0612 —0,0042- -0,0066 0,02094- p- 0,0150 0,0278+1-0,0184 »

Momenter Mv.

- 0 1 2 3

0 0 0 0

d —u 0,0340 0.0067—p-0,0014 0,0129 +u-0,0112 0.0152+p-0,0145 pli

e -0,0546 0,0070—p-0,0033 0,0150+p-0,0185 0,0183+p -0,0244 »

20,0612 0,0066— p 0,0042 0,0150+u 0,0209 0,0184+1-0,0278 »
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Reaktioner.
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Linie 0.
Linie c.

Punkt |Reaktion Punkt Reaktion
—

(c,0) | 0 (c, 0) | —(0,325—1-0,204) 

(0,107-+1-0,008)

(0,295—1-0,067) 

(0,347 —1-0,086)

pl 

»(d,0) 0,721 P (c, 1)
(e,0) 0,949 » (c, 2) »

æ0) 1,009 » (6,3) »

I Linie 0 bliver Reaktionen 
Reaktionen i Linie 0 vil nemli

pr. Længdeenhed Nul ved Punkt (c, 0). 
1- være den samme som for en Plade 
de strækker sig ud forbi Linie c kontinuerlig over uendelig mange Fag 
og belastes med +p og —p skiftevis i hvert andet Fag. For en saadan 
Plade skifter Reaktionen i Linie o Fortegn i Punkt (C,0) Den ved 

enhed M bestemte Reaktion i Punkt (6.0) er derlor beregnet pr. Langdle-

Belastningen P ensformig fordelt over hvert andel Felt 
(Hig. 68).

Ubelastet 

Fe//
Belaste 

Fe/t

Fig. 68.

h

Belastningen p i hvert
- andet Felt kan tænkes frem­

kommen ved først al an­
bringe Belastningen lp over 
alle Felter og dernæst an- 
bringe Belastningen +zp og 
—4P skiltevis i hvert andet 
Fell. I Stedet for Belast-

Belastningen + p — D siffetie A2 ° L 2 8 P Sfilevis 

Ax = 0 over Understøtningen i Linie 0.

ningen tp kan man regne 
med Belastningen p og hal­
vere Resultaterne.
hvert andet Felt vil give 

I et Felt, som paavirkes af 

bestemmes ved de samme
Belastningen +p kan Nedbøjningerne da
Ligninger, som anvendes til Bestemmelse : 
tisk Plade, der er simpelt Bestemmelse af Nedbøjningen i en kvadra- 
‘simpelt understøttet langs alle fire Sider

ningerne og Momenterne samt Reaktionen F . Sider. Nedbøj- 
som for denne Plade : Reaktionen langs Linie c findes derfor 
Tests ene Blade, Reaktionen langs Linie 0 bliver Nul. 1 8 7 er 
alle lire Sider. De undine es n C understøttet langs 

Felter og for Belastningen skiftevis n for Belastungen p over alle 
.sei Skiftevis 4 P og P adderes og halveres,hvorved findes
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Nedbøjninger.

§ 23.

I -3
—2 0 1 2 3

-

d

0 0 0 0 0 0 0

—0,00047 —0,00044 —0,00032 0 0,00079 0,00142 0,00165 AP 
(1 UEL

e —0,00080 —0,00075 —0,00055 0 0,00131 0,00236 0,00275 » »

1
0,00093 —0,00087 —0,00063 0 0,00148 0,00269 0,00313 » »

Mx i ubelastet Felt

—3 —2 —1 0

€ 0 0 0 0

d —0,0020— p-0,0045 —0,0032—1-0,0043 —0,0073—u • 0,0033 —0,0170 pl^

e —0,0036—1-0,0077 —0,0055—u.0,0073 —0,0124—u 0,0053 —0,0273 »

/' —0,0041—u 0,0088 —0,0064—P • 0,0083 —0,0142— u • 0,0060 —0,0306

Mx i belastet Felt

0 1 2 3

c 0 0 0 0

—0,0170 0,0059 i -0,0100 0,0144+p-0,0172 0,0165+u-0,0197 pl2

e —0,0273 0,0091+u 0,0123 0,0240+p-0,0223 0,0280+p-0,0260 »

—0,0306 0,0100+u 0,0126 0,0273+p-0,0233 0,0319+p-0,0272 »

My i ubelastet Felt.

-3 — 2 —1 0

c o 0 0 0

a —0,0045—p- 0,0020 —0,0043-p-0,0032 —0.0033-p -0,0073 —p-0,0170 pl2

e —0,0077—p-0,0036 —0,0073-p-0,0055 —0,0053—p-0,0124 —u-0,0273■

f|—0,0088—1-0,0041 —0,0083—1 - 0,0064 — 0,0060— p- 0,0142 p-0,0306,
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M2 i belastet Felt.

§ 23.

! 0 1 2 3

c 0 0 0 0
d —u 0,0170 0,0100+1-0,0059 0,0172+p-0,0144 0,0197 +1-0,0165 pl=
e —u 0,0273

-- - ----- - — — — -
0,0123+1-0,0091 0,0223+1 •0,0240 0,0260+p - 0,0280 »

4 —u-0,0306
0,0126+p. 0,0100 0,0233+1-0,0273 0,0272+ p-0,0319. »

Beregning af de negative bøjende Momenter ved Anvendelse 

af Lign. (7 7).

Linie 0.
Reaktioner.

Linie c.

Punkt Reaktion Punkt Reaktion

(c, 0) 0 (c, -3) —(0,052—10,012) | pl

(d, 0) ! 0,361 pl
(c. -2) —(0,064 -p.0,019) »

(e, 0) 0,474 (c, -1)
! .. .....—-—    --------- -

—(0,107 — p.0,044)»

(4 0) 0,504 (c,0) -(0,162-10,102)

• (€,1) (0,214—1-0,035)

(c, 2) (0,358—p.0,086) |»

(6,3) (0,399— p-0,099) |>

Anvendes ved Belastningen p over 
(d,0), (e,0) og (f, 0) (Fig. 67), har man 

følgende Ligninger 

alle Felter Lign. (77) lor Punkterne 

for Punkterne (d, 1), (e, 1) og (f, 1>

(<1) 22d—8,5d, +d— 8e,+ 2e, + / =1-(1-u9)U, 

(e,1) -84+ 2d, +24e-8,5e, 4e-8 4 2/ I , ET 
(2d. —16e + 4e, 4+237 35* Ic 1

152 ! 20/1 0,5/91/8 1 » » .

De Øvrige Ligninger (Sida 159 11: c 1 .
8 sanser (Side 152) bliver uforandrede. Herved lindes

1 I 2
d 1146136709 2583249126

3

3162894001|

1816338060 4197787040 5171231634

2027650518 4727224238 5836235637

1—u2 p\4

2312804146 El

» »

hvoraf ved Lign. (77)
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Mx(d.0) = -  0,0396  pl2,

Mg(e.o) =  —  0,0621 » , 

M xtr,0) =  —  0,0690 > .

For B elastningen p over alle Felter lindes altsaa m ed u =  0,3 de  

bøjende M om enter over M idten af U nderstøtningen i Linie 0 og m idt i 

Feltet (F ig. 67): 

M x(r,0) =  —  0,0690  pl2, Mx(/,3) =  +  0,0333  pl2, My (fa) = +  0,0267  pl2.

D e tilsvarende M om enter finder D r. À rpâd N ådai*) 

M x  (7 ,0) =  —  0,0698  pl2, Mx [f,3, =  +0,0334  pl2, M y  (f,a) =  = +0,0239  pl2.

2. R ektangulæ re Felter, b = 31, X =|. 

a. B elastning  p ensform ig fordelt over alle Felter (F ig. 69). 

Ligningerne til B estem m else af N edbøjningerne er: 

(d , 1) 21d — 8d,+ dg — 8e + 2eg  =1-  (1-12)’  

(d ,2) —  8d  +21d,— 8d,+ 2e  —  8e +  2e, =1  > » , 

(d ,3)  2d,—16d,+20d, +  4e2—  se =1  » » , 

(e, 1) — 16(44- 4dg +21e—  84,+  e  =1  » » , 

(e, 2) 4d  — 16dg+ 4d  —  8e +21e— 8e, =1  » » ,  

(e, 3) 8dg— 16d  + 2e  — 16e, +20e =  1  » » .

H eraf lindes

724256029

529975117

2 3

1036141778 1223144489

1429671166 1691809301

1 — u  2  p\4

1128781822 EI

» “  »

# Å rpåd N ådai, D ie Form änderungen und die Spannungen von rechteckigen elastischen  

Platten, Forschungsarbeiten auf dem G ebiete des Ingenieurw esens,  

H eft. 170 und 171, B erlin , 1915, Side 86.
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Momenter Mx.

Nedbøjninger.

0 1 2 3

c 0 0 0 0
t aeons --- —

d 0
0,00036

0,00183

0,00071

0,00358

0,00084

0,00424

(1 °) P F 
EI

» If

e 0
0,00050

0,00251

0,00098

0,00495

0,00116

0,00585

» » 14

» bi

Momenter M7.

0 1 2 3
T

c 0 0 0

d 0,0261 0,0006 +u0,0083 0,0079 +u- 0,0158 0,0092+1-0,0186 p12

e —0,0357 0,0005 +0,0096 0,0109 +1-0,0194 0,0129+u 0,0231 »

Reaktioner,

0 1 2 3

c 0 0 0

d —u • 0,0587 0,0186 + u 0,0013 0,0356+^-0,0177 0,0418+u 0,0207 pb2

e -u-0,0801 0,0215+ m0,0010 0,0436 +p-0,0245 0,0519+u.0,0290 »

b.

Linie 0 Linie c

Punkt Reaktion Punkt Reaktion

(c, 0) 0 (c, 0) -(0,345—p-0,235) pb

(d, 0) 0,685 pl (c, 1) (0,210 p 0,005)

(e, 0 0,830 * (c, 2) (0,409—1 0,071)

(c,3) (0,458--u-0,083) ,

Belastning p ensformig fordelt over hvert andet Felt (Fig. 70).

e L 
Ubelastet 

fe//

Fig. 70.

--------- JCVJb

Belastet IS 

fe//;

Ligesom ved den kvadra- 

tiske Plade bestemmes først 
Nedbøjningerne, Momenter­

ne og Reaktionen langs 

Linie c for Pladen belastet 
med +p og — p skiftevis 

i hvert andet Fell. Man an-
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vender til Beregningen af Nedbøjningerne i et Fell belastet med +P 

lettest Ligningerne (15) og (16). Lign. (16) giver:

(d, 1) —4D, + Dg F EL
=1.(1— uaxPX

- EI

(d, 2) D,—4D,+ D. + Ex = 1 » »

(d, 3) 2D.—4D
+ Ex = 1 » »

(e, 1) 2D, —4E1+ Ex = 1 » »

(e, 2) 2D. + E1—4E,+ Eg = 1 •» »

(e, 3) 2D. +2E,—4E = 1 »»

Af Lign. (15) faas:

(d, 1) —4d,+ d.I e 1 = D, ,

K 2) d —4d,+ ds f €2 = D.,

(d, 3) 2d.—4d, + e = D- ,

(e, 1) 2d, —4e + eg = El,

(e, 2) 2d. + e —4e2+ es -- F— 02,

(e, 3) 2d, +2e, 4e — F

Heraf lindes

1 2 3

1441262 2341220 2637890
1—12 pv

d 1844164 EI

1993854 3251444 3667802 » »

De herved bestemte Værdier af Nedbøjninger, bøjende Momenter og 

Reaktioner for et. Felt med Belastningen +p bliver

Nedbøjninger.

0 1 2 3

0 0 0 0

d 0
0,00060

0,00306

0,00098

0,00496

0,00110

0,00558

P 14
17EI

» » b4

e
0,00083

0,00422

0,00136

0,00689

0,00153

0.00777

, » 14

- » » b4
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Momenter ^.

°
1

9
3

C i 0

d 0,0082 +u • 0,0134 0,0091+1-0,0216 0,0090+-0,0242 PF
e. 0 0,0111 +- 0,0167 0,0127 +p-0,0274 0,0126 + u-0,0310

Momenter Mg.

-

0 1 2
1

...

0 0 0d 0 0,0301 Hi 0,0 183 0,0485 4 p 0,0204 0,0545 +u •0,0201 pb2

e 0 0,0375 +p 0,0250 0,0618+1-0,0285 0,0698 +u-0,0282 »

Beaktioner i Linie c.

Punkt Reaktion

(c, 0) 0

(c, 1) |(0,392- u 0,073) pb

c 2, (0,482—1-0,082) »

(c, 3) (0,504—1-0,081) »

For et Felt med Belastningen —p har Nedisninger, Momenter og 

og Reaktioner samme Størrelse som i el Felt med Belastningen 

men med modsat Fortegn.

De fundne Resultater for Belastningen p over alle Felter og for 

Belastningen skiftevis +p og ~p adderes og halveres, hvorved lindes 

(Fig. 70):

Nedbøjninger.

—3 | __2 —1 0 1 2 3

C 0 0 0 0 0

—

0

d
—0,00013

0,00067

—0,00014

0,00069

—0,00012 0

0,00062 0

0,00048

0,00245

0,00085'

0,00427

0,00097 (1—u2) P 74

0,00491 » » b4

e
—0,00019 —0,00019 — 0,00017 0 0,00037 0,00117 0,00135 » » 14

-0,00096 —0,00097 ! —0,00086 0 - 0,00367 0,00592 0,00681 » » b4
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Mx i ubelastet Felt.

—3 -2 0

c 0 0 0 0

d 0,0001—10,0028 —0,0006— u • 0,0029 —0,0038—|J • 0,0026 —0,0131 pP

e : +0,0002—10,0040 —0,0009— u • 0,0040 —0,0053—u • 0,0036 -0,0179

Mx i belastet Fell.

0 1 2 3

c | 0 0 0 0

d —0,0131 0,0044+p 0,0109 0,0085+p-0,0187 0,0091+p-0,0214 pl2

e —0,0179 0,0058+p 0,0132 0,0118+p 0,0234 0,0128+p 0,0271 »

My i ubelastet Felt.

- —2 —1 0

C 0 0 0 0

d —0,0064+P0,0003 —0,0065—u • 0,0014 —0,0058—10,0085-u- 0,0294

-0,0090- L-0,0004 0,0091 ^•0,0020 0,0080—1-0,0120 - U-0,0401

Myy i belastet Fell.

0 2 3

c 0 0 0 0

d —p/0,0294 0,0244 —-0,0098 0,0421+p-0,0191 0,0482+p 0,0204 ph2

e -p-0,0401 0,0295+p 0,0130 0,0527 +-0,0265 0,0609 +1-0,0286 2

Reaktioner.
Linie 0 Linie C

Punkt Reaktion Punkt Reaktion

0 (c,—3) —(0,023+1-0,001) pb

(d, O) 0,343 pl (c, —2) — (0,037—1 0,005)

(e, 0) 0,415 (c, 1) —(0,091 -u-0,034)

(c,0) -(0,173—p-0,118)

c,1) (0,301 u-0,039)>

(c, 2) (0,446-p-0,0761

(c, 3) (0,481—p-0,082) »

N. .I. Nielsen: Spændinger i Plader. 11
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c. Beregning af de negative bøjende Momenter ved Anvendelse 

af Lign. (7 7).

For Punkterne (d, 1) og (e, 1) (Fig. 69) bliver Ligningerne

(d, 1) 23d,—8,5d, +dg— 8e + 2e, =1.(1—2),

(e, 1) 16d2 + 4d, +23e—8,5e, + es =1 » »

De øvrige Ligninger (Side 157) bliver nforandrede. Herved findes

1 2

d 902397 1903848 2284259
1—12 pX4

2280142 El

e 1227399 2621326 3154196 » »

hvoraf ved Lign. (77)

Mx «/. 0 = — 0,0324 pl3,

Mx(,0) = —0,0438 » .

3. Rektangulære Felter, b = 1,51, X = +2.

a. Belastning p ensformig fordelt over alle Felter (Fig. 71).

Ligningerne til Bestemmelse al Nedbøjningerne er

(d, 1)

(d, 2)

21d — 8d— 8e + 2eg+f

—16d, +19d, + 4^- Se + fx

= 1

= 1

(1 2X4 
0 HET 

» » ,

(e, 1) — 8d,+ 2d,+23e - Se— 8/ + 2/, = 1 »

(e, 2) 4d,— 8d—16e +21e + 4/— 8% = 1 » » 2

(, 1) 2d, —16e + 4e +22/ — 8/2 = 1 »
»

(2) 2d + 8e —16e,-16/ +20/ = 1 » »

Heraf lindes

1 2

d 973927 1498654
1—p2 px*

2864852 El

e 1481436 2313156 » »

/ 1626793 2552762 » »
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Nedbøjninger.

0 1 2

c 0 0

d 0
0,00133

0,00026

0,00205

0,00040

0- #E''

» » b4

e 0
0,00202

0,00040

0,00316

0,00062

» » 14

» » b4

f 0
0,00222

0,00044-

0,00348

0,00069

» » 14

» » b4 Fig. 71.

Momenter Mx.

0 1 2

c 0 0 0

d -0,0425 0,0098+11-0,0102 0,0229+p 0,0149 pl2

e -0,0647 0,0142+p - 0,0079 0,0363 + p - 0,01 25 »

f 0,0710 0,0153+10,0064 0,0404+ p - 0,0105 »

Momenter My.

0 1 2

c 0 0 0

d —p -0,0189 0,0045+p-0,0043 0,0066 +u 0,0102 pb2

e p-0,0287 0,0035 + p - 0,0063 0,0056+p-0,0161 »

f —p-0,0315 0,0028+p- 0,0068 0,0046+p-0,0179 »

Reaktioner.

L inie 0 Linie C

Punkt Reaktion Punkt Reaktion

(c, 0) 0 (c, 0) —(0,143—p-0,113) ph

(d,0) 0,831 pl 6,1) (0,163—p - 0,026) »

(e,0) 1,007 ((,2) 0,245—p-0,061) »

(f,0) 1,042
11*
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b. Belastning p ensformig fordelt over hvert andet Felt (Fig. 72).

e

Ubelastel 

Fe//
Belastet 

Fe/f

2
 =

 X
l

Med Belastningen + p og — p 

skiftevis i hvert andet Felt bestemmes 

Nedbøjningerne i et med +p bela­

stet Felt som for den rektangulære 

Plade med b =31 (Side 158), idet c, 

d, e, f ombyttes med 0, 1, 2, 3. Man 

har altsaa

1 2

1441262 1993854
1844164 El

C 2341220 3251444 » »

/ 2637890 3667802 » »

Nedbøjninger.

0 1 2

c 0 0 0

d 0
0,00306

0,00060

0,00422

0,00083

EI 

» » b +

e 0 0,00496

0,00098

0,00689

0,00136

- » /

» » b4

/ 0 0,00558

0,00110

0,00777

0,00153

» », 2

» » 4

Momenter M2.

0 1 2

c 0 0 0

d 0 0,0301+p-0,0183 0,0375+p.0,0250 pl=

e 0 0,0485+p-0,0204 0,0618+p-0,0285 »

f 0 0,0545 + p - 0,0201 0,0698+p-0,0282
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Momenter My.

— 0 1 2

c 0 0

d 0 0,0082 + u -0,01 34 0,0111+p -0,0167 pb2

e 0 0,0091 + p.0,0216 0,0127 +p -0,0274 »

Ï 0 0,0090+p-0,0242 0,0126+p-0,0310 »

Reaktioner i Linie c.______

Punkt Reaktion

(e,0) | 0

(c,1)| (0,293 — p - 0,080) pb

(c,2)| (0,350—p-0,050) »

For el Felt med Belastningen — p haves samme Værdier med 

modsat Fortegn.
De fundne Resultater for Belastningen p over alle Felter og lor 

Belastningen +p og — p skiftevis i hvert andet Felt adderes og halveres, 

hvorved lindes (Fig. 72):
Nedbøjninger. ________________ _

_ 2 — 1 0 1 2
____  

C 0 0 0 0 0

<I
— 0,00109

— 0,00022

— 0,00087

— 0,00017

0,00219
0

0,00043

0,00313

0,00062

01 - 13) El 7
» » b4

— 0,00186 0,00147 0,00349 0,00502 » » 1
e

— 0,00037 — 0,00029 0,00069 0,00099 » » b+

r
— 0,00214 — 0,00168 0,00390 0,00562 » » 1

0,00042 — 0,00033 0,00077 0,00111 » » b4

Momenter M1.
—

— 9 — 1 0 1______ 2

c. 0 0 0 o 0

d — 0,0073—p - 0,0050 -0 0101—u 0,0040 — 0,0213 0,0200 +u-0,0142 0,0302 +u-0,0199 pl2
2----------------------------- ----

e -0,0127 - p-0,0080 -0 0171 0,0062 — 0,0324 0,0313+p-0,0141 0,0490+ p-0,0205
’ L • . - _ ._ — -------------------------------- -----------

»

f — 0,0147—p - 0,0088 —0,0196—1-0,0069 — 0,0355 0,0349 • 0,0132 0,0551 +u 0,0193 »
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M o m en te r My.

§ 2 3 .

—  2 -  1 0  1 2 L

c  0 0 0  0 0

d  — 0 ,0 0 2 2 — u  0 ,0 0 3 2 — 0 ,0 0 1 8 — p -0 ,0 0 4 5 -p  • 0 ,0 0 9 5  0 ,0 0 6 3 + p -0 ,0 0 8 9  0 ,0 0 8 8 + p -0 ,0 1 3 4 ph=

C — 0 ,0 0 3 5 -p -0 ,0 0 5 6 — 0 ,0 0 2 8 — p  -0 ,0 0 7 6 -p -0 ,0 1 4 4  0 ,0 0 6 3 + p -0 ,0 1 3 9  0 ,0 0 9 1 + p -0 ,0 2 1 7 »

/ ' — 0 ,0 0 4 0 -p -0 ,0 0 6 5 — 0 ,0 0 3 1 — p -0 ,0 0 8 7 — p  - 0 ,0 1 5 8 0 ,0 0 5 9 + p  - 0 ,0 1 5 5 0 ,0 0 8 6 + p 0 ,0 2 4 5 »

R eak tio n e r.

L in ie cL in ie 0

P u n k t R eak tio n

(c , 0 ) 0

(d , 0 ) 0 ,4 1 6 p l

(« , 0 ) 0 ,5 0 3

(4  0 ) 0 ,5 2 1 »

P u n k t R eak tio n

(c , -2 ) —  (0 ,0 5 2  +  p -0 ,0 0 6 ) p h

(c , -1 ) -  (0 ,0 6 5  —  p -0 ,0 2 7 ) »

(c , 0 ) -  (0 ,0 7 2  —  p -0 ,0 5 7 ) »

(c , 1 ) (0 ,2 2 8  -  k -0 ,0 5 3 ) »

fe  2 ) (0 ,2 9 8  —  u  0 ,0 5 6 )° »

c . B ereg n in g  a f d e n eg a tiv e b ø jen d e M o m en te r v ed

A n v en d e lse  a f L ig n . (7 7 ).

F o r P u n k te rn e (d, l) , (e , t) o g (f, 1 ) (F ig . 7 1 ) b liv e r L ig n in g e rn e  

(d ,1 ) 2 3 4 ,-8 ,5 4 ,— 8 e+ 2 e ,+ f = 1 -(1 -# 3 )  7 )  

(e ,1 ) —  8 d 1 + 2 d  + 2 5 e ,— 8 ,5 e ,— 8 /7  + 2 /9 = 1 . » , 

( /,  1 )  2d, — 1 6 e  + 4 ex  + 2 4 f— 8 ,5 /= 1 » ,

D e ø v rig e L ig n in g e r (S id e 1 6 2 ) b liv e r u fo ran d red e . H erv ed f in d es

1 2

d 4 9 3 8 9 8 7 8 0 3 8 9 6 4
1 — 2 p X ’

1 9 0 5 1 2 4 0 E I

e 7 3 0 5 7 4 0 1 2 1 4 7 7 2 0 »  »

7 7 9 3 6 2 1 3 1 3 2 9 3 5 1 6 »  -  »

h v o ra f v ed L ig n . (7 7 )

M x (d ,0 ) =  —  0 ,0 5 1 6 p /2 , 

M x (e ,0 ) =  —  0 ,0 7 5 9 » ,  

M e ( /.0 )  =  —  0 ,0 8 2 3 > .
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§ 24. Trekantet Plade, simpelt understøttet langs Siderne, 

ensformig fordelt Belastning.

En Plade, hvis U dstræ kning er uendelig baade i -A ksens og  i g-A ksens

R etning, tæ nkes overalt belastet som vist i Fig. 73, 

A realer paavirkes af B elastningen +  p, m edens de  

ikke skraverede A realer paavirkes af B elastningen  

— p.
H vert af de skraverede A realer begræ nses af 

tre Snit, i hvilke de bøjende M om enter er N ul, da  

B elastningen paa lo Pladeelem enter, som er sym - 

m etrisk beliggende m ed H ensyn til Snittet, giver 

lige store positive og negative M om enter. I Snit­

tene virker der kun lodret forskydende K ræ fter y  

og vridende M om enter.

hvor de skraverede.

Fig. 73.

H vis m an langs Siderne af del trekantede Pladestykke, som læ nkes 

udskaaret, i Stedet for Snitkræ fterne anbringer en sim pel U nderstøtning,

B X
vil N edbøjningerne sam l de bøjende  

og de vridende M om enter ikke herved  

forandres. R eaktionen langs Siderne  

vil da kunne udtrykkes ved de lodret 

forskydende K ræ fter og de vridende  

M om enter som angivet i §  8, Lign. (45).

I Fig. 74 angiver ABC en saadan  

Plade. B eregningen udføres lor en kon ­

tinuerlig Plade, belastet som i Fig. 73, 

idel N edbøjningerne og M om enterne,

Y —  der herved bestem m es. er de sam m e

og

7
Fig. 74.

som i den sim pelt understøttede Plade.

Til B estem m else af N edbøjningerne  

kan m an da anvende Ligningerne (15)

(16). Langs Siderne bliver baade N edbøjningerne C o2 C 1> C 2> C 3, 04 C o 

Hz
€2,

N ul.

fs. 90 hg og  

Ligningerne

Størrelserne C 0, 

bliver da:

C2, 3> E2,

(d , 2)

(d , 3)

(d , 4)

(d , 5)

4D .+ D a

D .— 4D & + D

D & — 4D  + D .

2D —4D,

E1

=1 (1-1) F)

= » »

= » »

»

(e, 3) D ,-4^+  El

(e, 4) D 2 + E8-4E .+ E  +  Fx

(é, 5)  D 2  +2E  —  4E  +  Fx = » »

(f, 4) El — 4F  +  F = * ,

(§ , 5) E  +2F.-4F  + G 0= » » ,

( 0. 5) F  40 = » »
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og (d, 2) 4dg+ dg = ».,
(d, 3) d,—4d + d.

(d, 4) d2 4d + dx +e = D

(d, 5) 2d— 4d- + ex — 7)

(^ 3) d„ —4e,+ e. —F84 — 3,

(e, 4)

(e, 5)

d. + &-4e + &+A =E1,

dx +2e,—4e .+ / = E,

- A 4)

(6,5)

(§, 5)

% —4/ + 6 =F.,

68 +2/-4/ + 96 = Fs,

7—49, = Gx:

Heraf lindes

2 3 4 5

a 101763444 254261178 385972837 437615205
1 —12 pX4
182812 El

e 252333000 493085811 590738574 » »

/ 306529181 440114450

g 1 155959625 » »

Den indskrevne Cirkels Radius r bestemmes ved

-(1 + 12) = 41 = 5).

Man linder herved følgende Værdier af de bøjende og de vridende Mo- 
menter.

Momenter Mz.

0 1 2 3 4 5

c 0 0 0 0 0 0

d -0,071+u.0,071 -0,035 +- 0,142 +0,015+p-0,179 +0,056+p-0,195 +0,072+u-0,199 prz

e -0,105+u-0,105 +0,008 *p-0,175 +0,100+p. 0,205 +0,136+p-0,212 »

r -0,038+u-0,038+0,121+u-0,084 +0,186+u-0,093 »

g +0,105-1-0,105 +0,218-u-0,090

+0,218-p-0,218

»

h|
— »
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Momenter M.

0 1 2 3 4 5
-----------------------

c 0 0 0 0 0 ()

d 0,071-u 0,071 +0,142-1-0,035 +0,179+p0,015+0,195+p 0,056 +0.199+p-0,072 pr2

e +0,105-p-0,105 10,175+1-0,008+0,205+^-0,100 +0,212+ p-0,136

/ +0,038—u-0,038 0,08F u-0,121 0,093 u 0,186

9 0,105 u-0,105 -0,090+p.0,218 »

h
____________ -0,218+1-0,218 >

Momenter M„.

For u _ 0,2 bliver det bøjende Moment M, i Punkt (e, 5)

0 2 3 4 5
C I—------------------------

0 
d

—0,071 -0,106 - 0,092 0,036 1 (1 — #) pre

0 -0,070 —0,076 -0,032 » »e —

/
0 -0,046 —0,025 » »
—

0 —0,016 » »
9 — —

0 » »

My (e,5) = 0,239 pr2 = ca. 1 pr2. 

der tilnærmelsesvis angiver det største bøjende Moment pr. Længde- 
enhed i Pladen.

1 en Plade, der har Form som en retvinklet, ligebenet Trekant, 
simpelt understøttet langs Siderne, bliver det største bøjende Moment 

pr. Længdeenhed for en ensformig fordelt Belastning p altsaa ca. 1 pr'2.

Ved förskelligt formede trekantede Plader bliver de bøjende Mo­

menter forskellige. Gaar man ud fra den retvinklede, ligebenede Trekant 
og forøger Topvinklen fra 90° til 180°, vil del bøjende Moment pr. 
Længdeenhed herved vokse til 4 pr2. Formindskes Top- 
vinklen fra 90° til 0°, vil det bøjende Moment pr. Længde- 
enhed ligeledes vokse til 4 pr2.

I en vilkaarlig formet, trekantet Plade (Fig. 75) vil 

man da med rimelig Tilnærmelse kunne regne det bøjende 
Moment pr. Længdeenhed lig med 1 pr2, naar ingen af

Fig. 75.
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Trekantens V inkler er m indre end 45°*). Er en eller to af Trekantens 
V inkler m indre end 45°, vil det største bøjende M om ent pr. Læ ngde- 
enhed kunne regnes at væ re beliggende m ellem 1pr2 og | pr2.

*) I »B eitrag zur B erechnung der kreuzw eise bew ehrten Eisenbetonplatten und deren  

A ufnahm eträger, von Ingenieur A rturo D anusso, bearbeitet nach den V eröffent­

lichungen des V erfassers in der Zeitschrift II Cemento (H eft. 1— 10, 1911)« af D ipl. 

Ing. H ugo von B ronneck, B erlin , 1913, Side 104, findes det bøjende M om ent m idt i 

en sim pelt understøttet, ligesidet trekantet Plade m ed Sidelinie l, paavirket af en  

ensform ig fordelt B elastning p.

fordelt paa Stræ kningen

1.3
H eri er 1 = 11 og P = _pl2. 6 2  72 1

0,592À P  +  0,930/P , 

13

6  ‘

M om entet pr. Læ ngdeenhed er altsaa

(0,592  +  0,930) • 1 - 13
M  - --------------- ------------- 72  pl2 -  7pl2.

13  47,3

6

U dtrykkes l ved den indskrevne C irkels B adins r = 37, faas

M  =  0,190  pr".

V ed B eregningen af de bøjende M om enter forudsæ tter D anusso, at Pladen bestaar  

af B jæ lker parallelle m ed Siderne. D a disse B jæ lkers N edbøjning udtrykkes ved de  

bøjende M om enter i B jælkerne paa lignende M aade som N edbøjningen i en Plade, 

for hvilken u  =  0, udtrykkes ved de bøjende M om enter i Pladen, m aa de af D anusso  

fundne M om enter regnes at gæ lde for en Plade m ed u  =  0. I en Plade, der har  

Form som en ligesidet Trekant, findes det bøjende M om ent altsaa lidt m indre end  

i en Plade, der har Form som en retvinklet, ligebenet Trekant.



FJERDE AFSNIT.

PLADE, UNDERSTØTTET AE SØJLER MED KAPITÆLER 

(FLAT SLAB).

§ 25. Bemærkninger vedrørende Spændingsbestemmelsen.

Ved de i dette Afsnit behandlede Plader tænkes navnlig paa Jern­
betonkonstruktioner, hvor Søjle, Kapitæl og Plade er sammenstøbte.

Ved Spændingsbestemmelsen i en saadan Konstruktion vil det være 
rigtigst at regne med Pladens varierende Tykkelse, idet Kapitælet med­
regnes til Pladen i Bestemmelsen af dennes Inertimoment.

I mange Tilfælde vil man dog opnaa tilstrækkelig nøjagtige Resul­
tater ved at regne med konstant Inertimoment, hvorved Beregningen 
bliver lettere at udføre.

Naar Søjlernes Tværsnit ikke er ualmindelig stort, vil man opnaa 
tilstrækkelig Nøjagtighed ved at forudsætte, at Pladen understøttes i 
enkelte Punkter, beliggende over Søjletværsnittenes Midtpunkter.

Forudsættes Pladens Inertimoment konstant, vil man dog til en vis 
Grad kunne tage Hensyn til Kapitælernes Indflydelse paa Nedbøjnin- 
gernes Størrelse øg Spændingernes Fordeling i Pladen ved al regne 
Reaktionen ensformig fordelt over Arealelementer af Kapitælernes Ud­
strækning. De bøjende Momenter, som herved optræder i Kapitælet 
med tilhørende Parti af Pladen over Kapitælet, kan da tilnærmelsesvis 
regnes al være lig med Summen af de Momenter, som ved Beregningen 
lindes i Pladen over Kapitælet, og de Momenter, som optræder i Kapi­
tælet, hidrørende fra den ensformig fordelte Belastning, hvormed Pladen 
forudsættes at paavirke dette.

I Konstruktioner, hvor Pladetykkelsen forøges i Nærheden af Kapi­
tælet (dropped panel), bør Pladen beregnes med det herved bestemte 
variable Inerlimomenl (§ 17).

Dersom Nedbøjningen ikke ønskes bestemt med særlig stor Nøj­
agtighed, vil Bestemmelsen af Inertimomentet i Almindelighed kunne 
udtøres tilstrækkelig nøjagtigt uden at tage Hensyn til Jernindlægget. 
Naar Spændingerne kommer op i Nærlieden af eller overskrider Betonens 
Trækbrudgrænse, vil man maaske kunne opnaa nøjagtigere Resultater
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ved at bestemme Inertimomentet saaledes, at man i den strakte Side af 

Pladen medregner Jernindlægget, men derimod ikke Betonen, som forud­

sættes at være spændingsløs (se § 19). Der vil dog altid optræde Træk­

spændinger i en Del af Betonen, og man vil derfor under alle Omstæn­

digheder kun kunne opnaa en Tilnærmelse, da man ikke kender Beton- 
trækspændingernes Udstrækning.

Som tidligere omtalt, vil man imidlertid ved Beregningen altid linde 

saadanne Værdier af de indre Kræfter, at Belastningen og Snitkræfterne 

for et vilkaarligt Element af Pladen vil holde hinanden i Ligevægt. Ved 

at indføre andre Værdier af Pladens Inertimoment i Beregningen vil 

man kun opnaa at linde de indre Kræfter noget anderledes fordelte.

Er Belastningen symmetrisk læliggende med Hensyn til Søjleræk­
kerne, vil der ikke optræde Bøjning i Søjlerne. Ved usymmetrisk Belast­

ning vil der derimod optræde bøjende Momenter i Søjlerne, hvorved 

Spændingerne i Pladen som Følge af den stive Forbindelse mellem 

Søjle og Plade vil faa andre Værdier, end hvis Pladen var understøttet 

paa Pendulsøjler eller i Punkter, hvor den frit kunde dreje sig. Ved 

usymmetrisk Belastning bør man derfor beregne Spændingerne baade i 
Søjlerne og i Pladen.

§ 26. Kvadratiske Felter; Plade kontinuerlig over uendelig mange 

Fag i begge Retninger; Belastning ensformig fordelt over alle Fag.

1. Plade med konstant Inertimoment.

Beregningen af den kvadratiske Plade med konstant Inertimoment

og ensformig fordell Belastning p over alle Fag udføres dels under For-

handlet med X= |l For de i 

bliver Lign. (16):

udsætning af, at Pladen understøttes 

i enkelte Punkter, dels under Forud­

sætning af, at Reaktionerne er ens­

formig fordelte over Arealelementerne 

0,2/ 0,2 7, hvor l er Afstanden mellem 

Søjlerækkerne. For at kunne danne 

sig et Skøn over den opnaaede Nøj- 

agtighed udføres Beregningen i del 

første Tilfælde baade med X = Tol og 
med X - 1/.

For den i Fig. 76 viste Plade, 

som regnes understøttet i enkelte 

Punktér, udføres Beregningen som i 

§ 2, hvor den samme Plade er læ- 

Linierne c og d læliggende Punkter
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(c, 0) -4, +4C, - 99(1—/

(, P C-4C, + c. +2D, 1 »

(c, 2) C,-4C, + C. +2D. — 1 »

(C, 3) C,-4C +C, +2D. 1 ,

(,4) C,-4C + c. +2 D. 1 »

(7, 5) 20,-40 +2D. 1 ,

(d,1) 20, -4D +2D. = 1 »

(d, 2) C. - D, —4D, + D +E, 1 »

(4,3) C, + D.-4D, + D, +E 1 ,

(d,4) C + n3-47)4+ D. +". — 1 »

(d,5) C. +2D -4D. E. = 1 ,

For Punkterne i Linierne e, /, g og h er Ligningerne de samme 

som for en kvadratisk Plade, der er simpelt understøttet langs alle lire 
Sider (§ 20).

Den ene af disse Ligninger kan udledes af de andre. Man har alt- 
saa 20 Ligninger med 21 ubekendte. Af Ligningerne lindes:

C - C 
1 — 00 3884403

1 H8 p\4
7.' o 6362282 1 p2 px!

156948 EI’ 2 00 —
156948 El

C C 02 — 00 5543684 » » .
2 E — Co 6771807 » »

Cs = Co - 6384759 » », 2 E, C 7028908 » »

Cl =C0 6807188 » » , E 5 00 7115559 » »

c - C 05 — 00 — 6937775 » »

F, —00 - 7023482 » »

D, - Co 4918610 » » , Fx — 00 7196683 » »

D. = C0 — 5874283 » » , F 0 
— Co 7257584 » »

D. C 6515608 » » ,

D — C - 00 — 6874635 » » , G, c 7319810 » »

D; = C0 - 6989888 » » , G- - C0 - 7364463 » »

H. — C0— 7403700 » » .

Lign. (15) opskrives for de samme 21 Punkter. Ligningernes venstre 
Side faas ved at ombytte Co med Cos C med c o. s. v. Paa højre Side 

indgaar Co og de ved Co udtrykte C1, Cg Idet Co = 0, har man lier- 

ved 21 Ligninger til Bestemmelse af C0 og de 20 ubekendte Nedbøj- 
bøjninger. Af Ligningerne lindes:



§ 26 174

C — 6512617 9 1- u- pX4 G- 651 617.3 156948 E1 e2

es

= 9043586801236_
10

= 11207109929361

1 - 12 p\4

156948 El
» »

1 _ 1,2 -A4
C = 2555355650001 —1— / ex = 12778057474808

10-1569482 El ‘
» »

C = 6043746052936 » » , e = 13346098788561 » »

q= 9144274404561 » » ,

c) = 11223192270376 » » , f = 12844587221236 » »

c5 = 11951082444625 » » , f = 14081168548433 » »

d1 = 4151256078916 » » ,
f = 14536640899936 » »

d. = 6998037796433 » » , 9 i = 15091761162916 » »

då = 9755415169808 » » , 9:, = 15468917378001 » »

d = 11667544705041 » » ,

d% = 12345334365376 » » , 1; = 15818551497000- » »

De herved bestemte Nedbøjninger og bojende Momenter er opstillet 
i nedenstaaende Tabeller. De bøjende Momenter er angivet med Vær­
dien af Mx for u = 0. M, for u = 0 tindes ved Symmetrien om en 
Diagonal. Idet disse Værdier af Mx og My, kaldes henholdsvis Mx(u 0 
og Mg (y=0), tindes Mx og M4 for en vilkaarlig Værdi af u ved

Mx — Mx(u=0) + u.My (p=0),

My = My (=0) + - Me(p-o).

Nedbøjninger.

012318
c 0 0,00104 0,00245 0,00371 0,00456 0,00485 (1 — #3) El

d 0,00104 0,00169 0,00284 0,00396 0.00474 0,00501 » »

e 0,00245 0,00284 0,00367 0,00455 0,00519 0,00542 » »

f 0,00371 0,00396 0,00455 0,00521 0,00572 0,00590 » »

9 0,00456 0,00474 0,00519 0,00572 0,00613 0,00628 » »

h 0,00485 0,00501 0,00542 0,00590 0,00628 0,00642 » »

Momenter Mx for u == 0.

0 1 2 1 4 5

c —0,2075 —0,0379 0,0157 +0,0415 + 0,0548 +0,0591 pl

d —0,1296 —0,0508 +0,0036 +0,0343 +0,0501 +0,0550 »

e —0,0775 —0,0443 —0,0048 +0,0241 +0,0407 +0,0461 »

f —0,0496 —0,0341 —0,0075 +0,0163 +0,0317 +0,0370 »

g —0,0361 —0,0270 —0,0078 +0,0119 +0,0257 +0,0306 »

—0,0320 —0,0246 —0,0077 +0,0105 +0,0237 +0 0284 »
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§  2 6 .

B a a d e  m i d t i F e l t e t o g  m i d t i m e l l e m  U n d e r s t ø t n i n g s p u n k t e r n e  i  

S ø j l e r æ k k e r n e  e r  d e r  s a a l e d e s  g o d  O v e r e n s s t e m m e l s e  m e l l e m  d e  f u n d n e  

b ø j e n d e  M o m e n t e r  p r . L æ n g d e e n h e d  m e d  X  =  1 1  ( §  2 )  o g  m e d  )  =  1 / .  

D e t  s a m m e  e r  T i l f æ l d e t  o v e r  U n d e r s t ø t n i n g s p u n k t e r n e .  I d e t  M x  b e r e d n e s  

s o m  M i d d e l v æ r d i e n  a l  d e t  b ø j e n d e  M o m e n t  p r .  L æ n g d e e n h e d  p a a  S t r æ k ­

n i n g e n  X , m a a  m a n  o v e r  U n d e r s t ø t n i n g e r n e  f i n d e  e n  s t ø r r e  V æ r d i a f  d e l  

n e g a t i v e  M o m e n t  M x  f o r  À  =  1 0 l  e n d  f o r  X  = 1 I .

1  x H o v e d s n i t t e n e s  R e t n i n g  o g  H o v e d m o m e n t e r n e s  S t ø r -  

e r e g n e s  s o m  i §  4 .

= gi ( F i g . 7 7 )  b l i v e r  L i g n i n g e r n e

- 4 C ,  ~ P X 4

4 C  +  C  + 2 E ,  =  1

C , — 3 C ,  + 2 E ,  -  I

2 0 . L E , 2E, 1  

C 1 +  E g 3 E  +  G , = 1

2E -2G = 1

2 2 1 ,  P X  4  
C  = C — 6  ( 1 —  12) ET ,

C  =  C o  — 8 » »  ,

E, = 

E,-

G,

C  —  7 , 5  ( 1  -R 

C o  —  8 , 5  » » ,

C  —  9  ,

De fundne C., C., E2, E, og G. i n d s æ t t e s i L i g n i n g e r n e

- 4co + 4cx

Co 4cg + C 2e,

= Cu, 

C . ,

ç —3e 2e -  C .

2c. —4e, + 2e, = E.,
+ e — 3e, + 9.= E1,

h v o r e f t e r  f i n d e s

2e - 2 9  -  G 1 ,

C  =  7 , 6  ( 1  —  3 B I :

c  =  3 8  1  =  1 2  P À 4  

2  2 0  E l  

C l  =  6 8  »  » ,  

=  5 8 1  1 2  p ) .  
2 0 E l  

e +  =  7 9  »

9 .  =  9 3  »
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Nedbøjninger. M om enter Mx for u =  0.

0 2 4 0  2 4

c 0 0,00304 0,00544 (1—u
PIA2 L  

El
c —0,1520 +0,0160

+0,0600 pl=

e 0,00304 0,00464 0,00632  » » e 0,0800 -0,0020 +0,0420 »

g 0,00544 0,00632 0,00744 » » g 1— 0,0440 —0,0060
+0,0280 »

Da de fundne M x angiver M iddelværdien af M om entet pr. Længde- 

enhed paa Strækningen X, linder m an ved Understøtningspunktet (c 0) 

et m indre negativt M om ent M x for X =  z  end for X  =  il I de øvrige 

Punkter er der god Overensstemm else m ellem de fundne M om enter for

9  
/

Fig. 78.

x  X  =  To l og for X  =  *I Del vil der- 

for ofte være tilstrækkelig nøjagtigt 

at regne m ed 1=  31 eller m ed en  

endnu større Værdi af X.

Naar Reaktionen regnes ensform ig  

fordelt over de skraverede Arealele­

m enter 0,21 0,21 (Fig. 78), bliver be­

lastningen

i Punkt (c, 0) pX 2 —  25  pX 2 =  -  24  pX-,

Herved bliver Lign. (16) for disse tre 

Punkter

» » (c, 1) pX2 — V/A3 -— 2p), 

» » (d, 1) nX2 — 25 »X2—__ 21 X2 PAX 4 PA —___4 PA •

(c, 0)

(c, 1)

—  4C 0 +  4^  =—  24(1  —13)

Co 4Cx +Cg+2D  =  —  % » »,

(d, 1) 2C, -40  +2D  =  —4

De øvrige Ligninger bliver de sam m e som for Pladen understøttet  

enkelte Punkter (Fig. 76). Af Ligningerne lindes

C — Co 

c. — Co

— 6336 *— uypX  E =  c 211841—  3  PX’
1056 El L-  C  21134 1056 ET’

— 16118 * »,  Eg =  Co —  23934 » » ,

Cg = Co
C. = C0 

C = Co

21468 * », ET =  Co —  25681 , » ,  

—  24236 » » , Es =  C0 —  26268 , , , 

—  25100  » » .

D, = Co
D4=C0

F, =  Co --- 25634 » »  , 
-10685  » » , F  =  Co  —  96806  , » ,

—  17806  » » ,  Fo =  C0 —  27218  , ,

D. = Ch 22231 » »  ,

D.= Ce 
Dx = Co

— 24660  • »,  G  =  C  — 27635  ,

—  25436  • » , G- =  C0 —  27936  , » ,

H% =  C0—  28200 , , ,
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hvorefter

C = 22477,6 1—p pit 
‘ 1056 El eg = 22803562286

1 —3 /A4

El ’1056-784740
e = 29557974036 »

1 _ 12
c1 = 4409767956 —I p\1

e = 34514335993

>

1056-784740 El »
2

C2 = 13946986646 » .
2 e = 36314157396 » »

cg - 23216133396 » »
2

C = 29627268956 » .2 f = 34729826786 »
C = 31896708500 » f = 38663202868 » » 

2

f = 40116282146 » » .
d, — 8179522181,

2

2

dg = 16576338868 » » , g = 41895697931 »
dg = 25041275743 » » . 9 - 43104583956 »

2

»
d, = 31008173556 » » .

2

2

d- = 33137196956 , » , - Is = 44227233000 » » .

Nedbøjninger.

0 1 2 3 4 15
- -------------- -----

C 0 0,00053 0,00168 0,00280 0.00358 0,00385 (1 = 5 ^

a 0,00053 0,00099 0,00200 0,00302 0,00374 0,00400 » »

e 0.00168 0,00200 0,00275 0,00357 0,00417 0,00438 » »

/■ 0,00280 0,00302 0,00357 0,00419 0,00467 0,00484 - » »

9 0,00358 0,00374 0,00417 0,00467 0,00506 0,00520 » »

h 0,00385 0,00400 0.00438 0,00484 0,00520 0.00534 » »

Momenter M2 for u = ().

0 1 2 3 4 5

c —0,1064 —0,0619 +0,0032 +0,0345 + 0,0500 +0,0548 pl2

d —0,0910 —0,0558 —0,0008 +0,0301 + 0,0463 +0,0514 »

e —0,0635 -0,0434 —0,0064 + 0,0217 +0,0381 +0,0434 »

/' —0,0440 —0,0325 —0,0079 +0,0149 + 0,0299 +0,0351

----------------- — - 

»

9 —0,0333 —0,0256 —0,0078 +0,0111 +0,0244 + 0,0292 »

h —0,0299 —0,0237 —0,0075 +0,0098 +0,0225 + 0.0271 »

N. J. Nielsen : Spændinger i Plader. 12
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Nedbøjningen lindes overalt i Pladen noget mindre, naar Reaktionen 

regnes ensformig fordelt over Arealelementer af Kapitælernes Udstræk- 

ning (Fig. 78), end naar Pladen regnes understøttet i enkelte Punkter 

(Fig. 76).
De positive bøjende Momenter i et Snit langs Linie 5 er overall 

lidt mindre for Pladen i Fig. 78 end for Pladen i Fig. 76. Ligeledes 

er de negative bøjende Momenter i et Snit langs Linie O uden for Kapi­

tælerne mindre for Pladen i Fig. 78 end for Pladen i Fig. 76. I Fig. 78 

paavirkes Kapitælet af Belastningen pl2, som regnes ensformig fordelt. 

Regnes Søjlereaktionen at virke i et enkelt Punkt, bliver Middelværdien 
af Momentet i Kapitælet bidrørende fra denne Belastning 3 pl2=0,125 pl2. 

Momentet Mx i Kapitælet med tilhørende Parti af Pladen over Kapitælet 
er altsaa i Punkt (c, 0)

Mx(c,0) = — (0,1064 + 0,1250) pl= = — 0,2314 pl.

For Pladen i Fig. 78 findes de negative Momenter her altsaa noget 
større end for Pladen i Fig. 76.

2. Plade med Søjlekapitæler af almindelig Størrelse.

Fig. 79.

Momenter, som indgaar i Lign. (8), 

følgende Maade:

Ved den i Fig. 79 viste Plade 

forudsættes kvadratiske Kapitæler 

- med Sidelinierne 0,2l. Søjlereak­

tionen regnes at virke i enkelte 
Punkter. Kapitælets Inertimoment 

forudsættes at være uendelig stort 
i Forhold til Pladens.

For en vilkaarlig Værdi af u 
kan Beregningen udføres som an­

givet i § 17. Af Hensyn til Sam­
menligningen med de fundne Re­

sultater for Pladen med konstant 
Inertimoment udføres Beregningen 

med u = 0 og X = ^ l.

De bøjende og de vridende 
udtrykkes ved Nedbøjningerne paa

For Punkt (c, 0) er ifølge Lign. (65), idet I betegner Pladens Inerti­
moment pr. Længdeenhed uden for Kapitælet og 3 = oo,

V. 4E13 = I NT (cy -2c + Cg)
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For Punkt (e, 2) er ifølge Lign. (60), idet x ombyttes med y, og 31 

stattes af 7 og |3 af
1

M
Atar -Ay El

g — u2 7 12

7
s Ay:+"Ai" 2

’27 ng u

For Punkterne (c, 4), (c,2), (e,4) og (g, 4) mitrykkes Mx og MH ved 
Lign. (11).

For Punkt (c, e,0, 2) er ifølge Lign. (63), idet I. erstattes af I,

1I+p) #1

For Punkterne (c, e, 2, 4) og (e, g, 2, 4) udtrykkes M, ved Lign. (11).
For Punkterne midt imellem Søjlerækkerne er M„ = 0.

Ved at indføre disse Udtryk for Momenterne i Lign. (8) faas for 
Punkterne (c, 0), (c, 2), (c, 4) og (e,2) følgende Ligninger

24 pX
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(e, 2)
pX4 

El

2 A 0 2 4 4

e + 1

c

— 2

- § — 2
— 2

1 9

e + 1

C

-

—2 —2

-2

4 1

+ % + 2

+ 1 + 4 + 4 + 1

+ 2 + 2

+ 1

—2

—2 —2
_ 2

+ 1

g :2

—2 

— 2 ' —2

—2

+ 2

+ 1

For Punkterne (e,4) og (g, 4) anvendes Lign. (14). 

De ordnede Ligninger er

(c, 0) 992 c— 1312 cx + 96 c2 + 224 eg =21.24 27

(c, 2)

(c, 4)

(e, 2)

(e, 4)

(g, 4)

—328 co + 719 c-153 c—364e +126 e = 21 » , 

8c — 51c+ 85c + 28e9— 84 e +14g, = 7», 

8c — 52c + 12c + 68 eg— 42e + 69. = 3».

3cg — 6cx— 7e+ 15e— 59, = 1»,

2c+ 2e3— 10e+69 = 1 » .

Den 

Co = o, f:

ene af disse Ligninger kan udledes af de fem andre. Sættes 

as _ PX4
Cg = 596967 766332 EU’

q = 1453977»

e. = 1149141 » ,
et = 1806504»

9. = 2270856 »

Nedbøjningerne og de bøjende Momenter Mx, som herved bestem- 

mes, er opstillet i nedenstaaende Tabeller.

Nedbøjninger. Momenter Mx for u = 0.

0 2 4 0 2 4

c 0 0,00125
p74

0,00304 R
El

c 0,2493 0,0155 + 0,0447 pl2

e 0,00125 0,00240 0,00377 » e 0,0576 - 0,0055 + 0,0343 »

g 0,00304 0,00377 0,00474, g 0,0368 0,0058 + 0,0242»



Nedbøjningerne findes saaledes lidt mindre for den i Fig. 79 viste 

Plade, hvor Kapitælerne medregnes til Pladen ved Bestemmelsen af 

dennes Inertimoment, end for den i Fig. 78 viste Plade, som er beregnet 

med konstant Inertimoment og ensformig fordelt Reaktion fra Kapitælerne.
De positive bøjende Momenter i et Snit langs Linie 4 og de negative 

bojende Momenter i et Snit langs Unie 0 uden for Kapitælerne er lige­
ledes lidt mindre for Pladen i Fig. 79 end for Pladen i Fig. 78. Det 

negative bøjende Moment over Kapitælerne findes derimod slorst for 
Pladen i Fig. 79.

Da Kapitælernes Inertimoment ved Pladen i Fig. 79 er forudsat at 
være uendelig stort, medens det som oftest i Virkeligheden vil have en 
varierende Størrelse, saaledes al det i Nærheden af Kapitælets Kanter 

nærmer sig til Inertimomentet I, som gælder for Pladen uden for Kapi­
tælerne, vil de fundne Værdier af Nedbøjningerne og af de positive 

bøjende Momenter i Linie 4 samt af de negative bøjende Momenter 
uden for Kapitælerne i Linie 0 være lidt for smaa, hvorfor det maa 
antages, at de for Pladen i Fig. 78 fundne Værdier al Nedl)øjningerne 

og Momenterne er meget nær ved at være rigtige ved den forudsatte 
Størrelse af Kapitælerne.

3. Plade med stort Søjlekapitæl

For en Plade med Kapitælerne 0,47 0,41 (Fig. 80), hvor Inerti- 
momentet varierer saaledes, at det

i Punkt (c, 0) er 1 = 91,

» » (c, 2 » 1 = /,.

» » (c,e, 0,2) » I = 4 Ic,

medens Pladens Inertimoment uden for Kapitælerne er 1 = I., udfores 
Beregningen som angivet i § 15 ved Anvendelse af Lign. (52). Med 
u = O bliver Ligningerne for Punkterne (c, 0), (c, 2) og (e,2):
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2 0 2 4 4

e +1

c + 8 1 —8

-2

— 2
-2

+ 2

^2) e + 1

—8

-2 —2

— 2

+ 1

+ 8 + 2

+ 1 + 4 + 4 + 1

+ 2 + 2

+ 1

2

-2 —2
_ 2

+ 1
_pX‘
- EIL

9 +2 1
2

— 2
2

+ 2

g +1 I
For Punkterne (c, 4), (e,4) og (g, 4) anvendes Lign. (14).

De ordnede Ligninger er

(c, 0) 108c0—144ca + 4c +32e, = 24 PX

(c, 2) 36 co + 65cg— 741—28 e2+ 6e, = 1 » ,

(c, 4) Co 7cg+12c+ 4e—12e +2g = 1 » , 

(e, 2) 8c 28c+ 4c+28e,—1441+29, = 1 » ,

(e, 4) 3c, 6c2— 7e,+15e—5g. = 1 » ,

(g,4) 2c +2%,—10e+6g = 1 » .

Den ene al disse Ligninger kan udledes af de fem andre. Sættes ca=0 
faas

~ _ pX4
2

C = 58096 

e = 41080 

e = 74201

5 = 97617

42044 EI 
» »

» »

» »

» »

2

2

2

2

Nedbøjninger. Momenter M2 for u = 0.

0 2 4 0 2 4

c
- I

0,00068 0,00221 pl‘ 
HP c — 0,3040 - 0,021i + 0,0384 pl2

e 0,00068 0,00156 0,00282------ : ---- [ » e — 0,0444 — 0,0093 + 0,0315 »

g 0,00221 0,00282 0,00371;
* g - 0,0306 — 0,0070 + 0,0223
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De negative bøjende Momenter over Kapitælet er større end i Pla­
den med normale Kapitæler (Fig. 79). Baade Nedbøjningerne og de 

positive bøjende Momenter samt de negative bøjende Momenter uden for 
Kapitælerne er mindre end for Pladen i Fig. 79.

4. Plade med forøget Tykkelse i Nærheden af Kapitælerne 

(dropped panel).

hvis Tykkelse i Nærheden af Understøt- 
at Inertimomentet lier er 1=512. De Par-

Fig. 81 viser en Plade, 
ningerne er forøget saaledes.

tier af Pladen, hvis Tykkelse er forøget, er kvadratiske med Sidelinie 0,4 /. 
Pladen regnes understøttet i enkelte Punkter midt i disse Kvadrater.

Beregningen udføres som angivet i § 17. Med u = 0 faas følgende

Udtryk for Momenterne:

For Punkt (c, 0) er ifølge Lign. (11)

M/

For Punkt (c, 2) er ifølge Lign. (58), idet x ombyttes med //,

10El
6 )2 (Co 2c2 + c4).
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M

Mys= 5Myy,

4(M, +Mwp = -3 —29 • 

+ el

4 2 0 2 4

9 +4

r + 10

_ 10
3

-10 —10

— 10

+ 10

(c,0) c + %- 10 -- 10
— 10

L513
+ 10 + 10

+ § + 20 + 20 + A

+ 10 +10

+ §

10

—10 —w
-10

3EL

1

e + 10

—10

10 —10

-W

+ 10

g +8
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For Punkt (e, 2) er ifølge Lign. (59)

M:
A2-

5 EI. = —5 (Cx — 2e, + e4), 
4Ax- 4 X22 2 4/2

M == —A
EI 
)2

De øvrige Momenter udtrykkes ved Lign. (11).
De fundne Udtryk for Momenterne indføres i L 

skrives for Punkterne (c, 0), (c, 2), (c, 4), (e,2) og (e, 4).

ign. (8), som op-

0 2 4 4 2

g + 1

e |2 -

-2
2 —2

__2

+ 2

(c,4) c + §

— 2
__ jo _ 23 

— 2

+ 2 + 2
T 3 1 4 T 4 1

+ 2 + 2

+ 1

— 2

—2 —2
__ 2 

-

+ 1
pX 

EL

e + 2

__ 2 

— 2____ — 2

-2

+ 2

9 +1

(e,2)

2 0 2 4 4

e + 3

c | 10

— 6

- 10 -2

2

+ 2

+ 3 N
E

 

to
o

+ 3
+ 10 + 2

+ 3 + 5 +5 + 1

+ 2 + 2

+1

—I —2
__2

+ 1
p\1 

EI

g + 2
2 

_ 2 _ 2

— 2
-

9 +1
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p\4 

El
4)

0 9 4 4 9

1 -
e

c 

e

g

+1

+ 2 — 2 — 2 + 2

— 2

4

— 2

§ — -
— 2

+1

+ 2 + 2 —2

+ { + 4 + 4 + 1 —2 -2

+ 2 +2 —2

+1

+ 1 =

+ 2 -2 —2 + 2
— 2

+’

For Punkt (g, 4) anvendes Lign. (14). 
De ordnede Ligninger er

(c, 0)

(c, 2)

260 Co—400 c+20 Cl+120 eg

—200 C +457 q—50 q— 246 e+39 e(

3.24 pXI

6 »,
(c, 4) 5 Co 25 c9+38 q+ 12 eg —36 e+ 6 gi = 3 » ,
(e, 2) 10co 4i c+ 4c0+ 40e—15 e+ 291 = 1 » ,
(e, 4) 13 c3—24 c— 30 ey+61 ej—20 g. 4 » ,

(g, 4)

Sættes

2 e+ 2e—10e + 6g. =

C = 0, faas

c2 = = 598824 P.A
1114770 EI‘

0=1539114 »

e2 = 1070694,

e =1881384,

91 =2451489»

1 » .

Nedbøjninger. Momenter Mx for u = 0.

2 4 0 2 •

C 0 0,00086 0,00221 pli - 
El" — 0.2418 —0,0204 + 0,0337 pl=

e 0,00086 0,00154 0,00270 » e
—0,1693

—0,0339
- 0,0152 + 0,0291 »

9 0,00221 0,00270 0,00352 » g - 0,0246 — 0,0082 + 0,0205 »



1 8 9 §  2 6 .

F o r P u n k t (e , 0 ) (F ig . 8 1 ) , h v o r P la d e n s In e r t im o m e n t v e d O v e r ­

g a n g e n f ra d e n n o rm a le  P la d e ty k k e ls e  t i l d e n  fo rø g e d e  T y k k e ls e  s p r in g e r  

f ra I  t i l 512, e r a n g iv e t b e g g e d e h e r t i l s v a re n d e V æ rd ie r a f M x .

D e n e g a tiv e b ø je n d e  M o m e n te r i d e  P a r t ie r a f  P la d e n , h v is  T y k k e ls e  

e r fo rø g e t , e r s tø r re e n d d e t i ls v a re n d e M o m e n te r i e n P la d e m e d  

s a m m e S p æ n d v id d e  o g k o n s ta n t In e r t im o m e n t Ie (F ig . 7 7 ) . I d e n ø v r ig e  

D e l a f P la d e n  e r d e b ø je n d e  M o m e n te r m in d re e n d fo r P la d e n i F ig . 7 7 .

N e d b ø jn in g e rn e e r k u n o m tre n t h a lv t s a a s to re s o m  fo r e n P la d e  

m e d s a m m e S p æ n d v id d e o g k o n s ta n t In e r t im o m e n t / , . .

5 . P la d e , h v o r i d e r ik k e k a n o p træ d e n e g a tiv e b ø je n d e M o ­

m e n te r i S ø jle ræ k k e rn e .

V e d S y s te m e r m e d  J e rn in d læ g  i l i r e R e tn in g e r , h v o r J e rn in d læ g g e t  

o v e r S ø jle rn e e r a n b ra g t i f ire S tr ib e r , a f h v ilk e d e to l ig g e r i S ø jle -  

ræ k k e rn e , m e d e n s d e a n d re to l ig g e r i D ia g o n a lre tn in g e rn e , b liv e r  e n te n

.J e rn e n e i a lle t i r e S tr ib e r e lle r  

k u n .J e rn e n e i d e lo a f  S tr ib e rn e ,  

i A lm in d e lig h e d i D ia g o n a lre tn in ­

g e rn e , b ø je t o p  i P la d e n s  O v e rs id e  

i N æ rh e d e n  a f U n d e rs tø tn in g e rn e .

I S ø jle ræ k k e rn e  v il d e r d a  v æ re  

n o g le  S træ k n in g e r , s o m  ik k e  o v e r ­

d æ k k e s a f o p h ø je d e J e rn . M a n  

k a n  d a  p a a  d is s e  S træ k n in g e r in d ­

læ g g e J e rn i P la d e n s O v e rs id e  

v in k e lre t p a a d e i U n d e rs id e n l ig ­

g e n d e S tr ib e r* ) . I m a n g e u d fø r te  

K o n s tru k tio n e r h a r m a n  d o g  ik k e  

in d la g t d is s e J e rn i P la d e n s  O v e r-  

s id e  * * ) , o g m a n  m a a d a fo r s a a -  

d a n n e P la d e r re g n e , a l d e r ik k e k a n  o p træ d e n e g a tiv e  M o m e n te r p a a d e  

S træ k n in g e r i S ø jle ræ k k e rn e , h v o r d e r ik k e l in d e s o p h ø je d e J e rn .

F o ru d s æ tte s  A rm e r in g s s f r ib e rn e s  B re d d e a t v æ re T e  /* * * ) , o g  a n ta g e s  

a lle  D ia g o n a lje rn e n e  a t v æ re  o p h ø je d e , b liv e r  d e n  S træ k n in g , p a a  h v ilk e n  

d e r ik k e f in d e s o p h ø je d e J e rn ,

1 (1  —  Y 1 2 ) =  c a . 0 ,4 7 .

* ) D e tte e r f . . E x . a n g iv e t i T a y lo r a n d T h o m p s o n , C o n c re te , P la in a n d R e in -  

fo rc e d , N e w  Y o rk  a n d L o n d o n , 1 9 1 6 , S id e 5 4 1 , F ig . 1 6 6 . F o rfa t te rn e  a n b e fa le r h e r  

a t la d e d e  to  S tr ib e rs J e rn in d læ g  v æ re  g e n n e m g a a e n d e i P la d e n s U n d e rs id e .

: :" : :) D e tte  e r s a a le d e s T ilfæ ld e t i » M u s h ro o m  S y s te m « . S e f . E x . E d d y , T h e  T h e o ry  

o f th e F le x u re a n d S tre n g th o f R e c ta n g u la r F la t P la te s , A p p lie d to  

R e in fo rc e d  C o n c re te  F lo o r S la b s , M in n e a p o lis 1 9 1 3 , S id e 2 . I P la d e r u d fø r t  

e f te r d e tte S y s te m  b ø je s a lle f ire S tr ib e rs .T e rn in d læ g o p  i P la d e n s O v e rs id e o v e r  

K a p itæ le rn e .

:# * :) E d d y , T h e  T h e o ry  o f th e  F le x u re  . . . , S id e 2



Fig. 82 viser en saadan Plade, for hvilken det antages, al der ikke 

kan optræde negative Momenter i de viste punkterede Snit i Søjleræk- 
kerne. Snittenes Længde er 0,47. 1 Punkt (€,4) regnes .lerfor Momentet 
Mw = 0 og i 1 unkt (g,0) Momentet M. = o. i de øvrige Punkter antages 

Momenterne m knnne udtrykkes ved Nedbøjningerne ved HRCIEN 
Lign. (11). 6 aeib al

For 1 = 0 bliver Lign, (8), som opskrives for Punkterne (c, 4) og 
(e, 4), herved 0278
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For Punkterne (c, 0), (c, 2), (e, 2) og (g, 4) anvendes Lign. (14). 

De ordnede Ligninger er

(c, 0) 20c0 32 c +4 c + 8e -- --- 24 , 2 0----------------------------------------------------------EI

(c, 2) — 8c+25c2—7c—16 e +6 e, = 1 » ,

(c, 4) C— 7cg+8c+46— 8 4+2 9= 1 » , 

(e, 2) 2c—16 c2+4 Cl +22 e—14 e +2 gi= 1» ,

(e, 4) 3c2—4 & - 7 ég +13 e,—59,= 1 » ,

(g,4) 2 c+ 2e,—10 e+6 g. = 1 » .

Idel c0 = 0, lindes heraf

i pX4
C2 = 478

2 240 E1
c = 816 » ,

e. = 784 » ,

e = 1091 » ,

91=1325 »

Nedbøjninger. Momenter Mx for u = 0.

0 2 4 0 9 
-

4

0,00319 0,00544
pl1 

ET
—0,1593 + 0,0233 + 0,0563

-

e 0,00319 0,00523 0,00727 » e —0,1020 —0,0002 + 0,0512 »

g 0,00544 0,00727 0,00883 » g 0 + 0,0068 + 0,0390 »

De positive bøjende Momenter midt i Feltet bliver altsaa en Del 

større end i en Plade med konstant Inertimoment (Fig. 77).

§ 27. Kvadratiske og rektangulære Felter; Plade kontinuerlig over 

uendelig mange Fag i begge Retninger; konstant Inertimoment.

I § 26 er det for en Plade med kvadratiske Felter og ensformig 

fordelt Belastning undersøgt, hvorledes Nedbøjningerne og de bøjende 

Momenter varierer ved forskellige Konstruktioner af Plader og Kapitæler.

I det følgende beregnes Nedbøjninger og bøjende Momenter i en 
Plade med kvadratiske Felter og i en Plade med rektangulære Felter, 

hvis Sidelinier er l og b = 31. For begge Plader forudsættes konstant 

Inertimoment, og Reaktionerne regnes at virke i enkelte Punkter. Hver 

af Pladerne beregnes for
a) en ensformig fordelt Belastning over alle Fag,
b) en ensformig fordelt Belastning i hvert andet Fag (Stribebelastning, 

Fig. 84 og 90),

c) en Enkeltkraft P midt i hvert Fell.
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§ 27. 192

Ved Pladen med kvadratiske Felter udføres Beregningen tillige for en 
ensformig fordelt Belastning p i Skakbrætform (Fig. 87). Endvidere 

undersøges for denne Plade, hvilken Indflydelse Søjlernes Stivhed har 
paa Nedbøjningerne og de bøjende Momenter i Pladen, og de største 
bøjende Momenter i Søjlerne beregnes.

Beregningen udføres for den kvadratiske Plade med X=AI og for 
den rektangulære Plade med X=|I= 1b.

1. Kvadratisk Plade.

a. Ensformig fordelt Belastning over alle Fag (Fig. 83).

Beregningen er udført i Exemplet i § 2. Nedbøjningerne og de 
bøjende Momenter M er gengivet i nedenstaaende Tabeller.

b. Ensformig fordelt Belastning i hvert andet Fag (Stribe- 

belastning, Fig. 84).

0 1 2 3
C —0,1666—u • 0,1666 +0,0019 - 1-0,0920 +0,0501- p-0,0493 0,0626—1-0,0369 pl=
d - 0,0920+p 0,0019 —0,0140—u -0,0140 0,0349—1 ■ 0,0148 : 0,0502— p.0,0 136 »

e —0,0493+ u -0,0501 —0,0148+p - 0,0349 0,0217 1-0,0217 10,0355 p-0,0172

f -0,0369 +1-0,0626 - 0,0136+9-0,0502 0,0172 |P-0,0355 + 0,0298- p-0,0298 »

Belastningen p forudsæt­
tes at virke i Striber, livis 

Bredde er lig med Fagvidden, 
og hvis Længde i g-Aksens 

Retning er uendelig. Disse 
Belastningsstriber er belig- 
gende saaledes, at hvert an­

det Fag er belastet, medens 

hvert andet er ubelastet.

Som angivet i § 19 kan 

denne Belastning tænkes 
fremkommen ved først al 

anbringe Belastningen 4p 
over alle Fag og dernæst

ATAT
757759.0720777707777  wvw000000

Fig. 84.
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a n b r i n g e  B e l a s t n in g e n  

S te d e t f o r B e l a s t n in g e n  

t a l e r n e  h a l v e r e s .

—lp
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B e l a s t n in g e n  p, h v o r e f t e r  R e s u l -
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o v e r a l l N u l . F o r  e l v i l k ä a r -  
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Mx i ubelastet Fag.
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3 2‘ 1‘ 0

c —0,0312-p-0,0184 —0,0305—u-0,0246 —0,0337—  p- 0,0460 —0,0833-p- 0,0833 pl2

d -0,0374-p-0,0068 —0,0381—p-0,0074 —0,0417—p-0,0070 —0,0460+p 0,0009 »

e —0,0448+p-0,0086 —0,0447 +p -0,0108 —0,0421+p-0,0175 —0,0246+p - 0,0250

I' —0,0476 +  u -0,0149 —0,0470+p-0,0177 —0,0415+p-0,0251 —0,0184+p-0,0313 »

Mx i belastet Fag. ____________________________ _

0 1 2
I

3

c —0,0833—u • 0,0833 +0,0357-p • 0,0460 +0,0806-p • 0,0246 +0,0938-p-0,0184 pl2

d —0,0460+p - 0,0009 +0,0277—1-0,0070 +0,0730-p-0,0074 +  0,0876—1-0,0068

e 0,0246- u-0,0250 +0,0273+p-0,0175 +0,0664 + p - 0,0108 +  0,0802+p-0,0086 »

/' —0,0184+p • 0,0313 +0,0279+1-0,0251 +  0,0641 +  p - 0.0177 +0,0774+  p - (,0149

Kun Momenterne Mx er opstillet i Tabellerne. I el vilkaarligt Punkt

har man ifølge Lign. (11)

M = - EI

1 — u - 

Aaz A3: 
Ayz Ar

1_ p2

«T ub.M

bestemt ved de angivne Værdier af Mx. F. Eks. er i

My(f.3) = (0,0149 + y 0,0774) pl.

bliver de positive bøjende Momenter i et belastet Fag

Mer saaledes

Punkt (f 3)

For u = 0,2

i Punkterne (c, 3) og (/',3) (Fig. 84) 

Me(e.a = (0,0938 — 0,2-0,0184) ple = 0,0901 pl2~ ^ pK 

1
Mx (/.*) = (0,0774 + 0,2-0,0149) p/2 = 0,0804 plzo 12 4 pl2.

c. Enkeltkraft P midt i hvert Felt (Fig. 86).

For en Enkeltkraft P virkende midt i hvert 

Felt kan Nedbøjningen bestemmes paa sæd­

vanlig Maade ved Hjælp af Ligningerne (15) og 

(16), hvorefter Momenterne bestemmes ved Lign. 

(11). Da man imidlertid i det foregaaende har 

beregnet Nedbøjningerne og de bøjende Momen­

ter for en ensformig fordelt Belastning over 

alle Fag, vil man lettere komme til Resultaterne 

ved Anvendelse af Superpositionsloven. En Be-
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lastning bestaaende af en Enkeltkraft P midt i hvert Fell kan nemlig 
tænkes fremkommen ved Addition af lo forskellige Belastninger. Forst 

tænkes en ensformig fordell Belastning p anbragt over alle Fag, hvorved 

Søjlereaktionerne bliver P =pl2. For denne Belastning er Nedbøjningerne 
og de bøjende Momenter angivet ved den i Fig. 83 viste Plade. Der­
næst anbringes Belastningen —p over alle Fag og Enkeltkræfterne P=pl 

midt i alle Felterne. For denne Belastning lindes de samme Nedbøj- 
ninger og bøjende Momenter Mx som ved den i Fig. 83 viste Plade, 
men med modsat Fortegn og med Understøtningspunkterne forskud! 

saaledes, al Enkeltkraften i Punkt (c,0) tænkes llyttet til Punkt (6 3).

Ved Addition af disse lo Belastninger faas som resulterende Belast- 
ning en Enkeltkraft P midt i hvert Felt. Nedbøjningerne og de bøjende 

Momenter lindes da som Summen af de Nedbøjninger og bøjende Mo­

menter, der svarer til de to Belastningstilfælde.
For Punkt (c, 2) linder man saaledes

Mx= (0,0501 —1-0,0493) P — (—0,01361-0,0502) P (0,0637 — u- 0,0995) P.

For Nedbøjningernes Vedkommende vilde man ved Addition al Ntd 

bøjningerne svarende til de lo Belastningstilfælde linde

PP
Co = — / = — 0,00726 (I - 12) El

Forudsættes Nedbøjningen over Understøtningspunkterne al være Nul, 

Pl2 T 1 
maa der til alle Nedbøjningerne adderes 0,00726 (1 — U2 EI For 1 unkt

(c, 2) linder man saaledes

pp PP
cg =(0,00458 — 0,00596 +0,00726) (1 — 2) EI = 0,00588 (1 - 8) EI •

Paa lignende Maade lindes alle de i nedenstaaende Tabeller angivne 

Nedbøjninger og bøjende Momenter Mx.

Nedbøjninger.

0 1 2 3

c 0 0,00272 0,00588 0,00726
PP 

C H El

d 0,00272 0,00449 0,00726 0,00864 » »

e 0,00588 
I-------------

0,00726 0,01003 
___

0,01180 » »

/ ; 0,00726 0,00864 0,01180 0,01452

13*



Momenter Mx.
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0 1 2 3

0 —0,1964—u-0,1964 —0,0153—u ■0,1275 +0,0637—p-0,0995 +0,0995-  p • 0,0995 P

d —0,1275—p-0,0153 —0,0357 —p-0,0357 +0,0497—p- 0,0497 +0,0995—1-0,0637 »

e —0,0995  +1- 0,0637 —0,0497 +u • 0,0497 +0,0357 +p-0,0357 +  0,1275+p-0,0153 »

/ —0,0995 +u-0,0995 —0,0637 +u  0,0995 +0,0153+10,1275 +0,1964 u  0,1964 »

For u =  0,2 bliver Middelværdien af det bøjende Moment pr. Længde- 

enhed paa Strækningen X = %l midt i Feltet altsaa

1
Mx(7.a) = (0,1964 + 0,2.0,1964) P = 0,2357 P ~ ca. 19 P.

Midt imellem Søjlerne bliver

Mete.3) = = (0,0995 - 0,2-0,0995) P 0,0796  Pca.P,

og
My(e.:) = Mx (/.0) = — Mx (e,ä)-

Baade de positive og de negative bøjende Momenter bliver altsaa lier 

ca. I’s P.

Ensformig fordelt Belastning i Skakbrætform. (Fig. 87).
Fig. 87 fremstiller en Del af 

en Plade, som er belastet med 
en ensformig fordelt Belastning 
p i Skakbrætform. Denne Be­
lastning kan tænkes fremkom­
men ved først at anbringe Be­
lastningen lp over alle Fag og 
dernæst anbringe Belastningen 

+ |p i de skraverede Felter og 

lp i de ikke skraverede Felter. 
I Stedet for at regne med Be­
lastningen sp kan man regne 
med Belastningen p og halvere 

Resultaterne.
For en Plade belastet med 

+ p og —  p i Skakbrætform

bliver Ligningerne til Bestemmelse af Nedbøjningerne i et belastet Felt 
de samme som for en kvadratisk Plade, understøttet langs alle lire 
Sider og paavirket af Belastningen p. For denne Plade er Beregningen 

udført i § 7.
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De fundne Resultater for Belastningen P over alle Fag og for Be- 

lastningen + p og —p i Skakbrætform adderes og halveres, hvorved 

lindes for den i Fig. 87 viste Plade:

Nedbøjninger.

3‘ 2‘ 1‘ 0 1 2 3

c +0,00273 +0,00229 +0,00110 0 +0,00110 +0,002294-0,00273
1 12\pl1

(1—3) EL

(/ +0,00193 +0,00171 +0,00124 +0,00110 -1-0,00235 +0,00350- -0,00404 » »

e +0,00105 +0,00103 +0,00171 +0,00229 +0,00350 0,00474 -0,00520 » »

/ 0,00101 + 0,00105 0,00193 +0,00273 +0,00404 0,00520 0,00500 » »

Mx i ubelastet Felt.

3 2‘ • 1‘ 0

c +0,031 3—u • 0,0185 +0,0251—u • 0,0247 +0,0010—p • 0,0460 —0,0833—u 0,0833 pl

d 0,0159 p -0,0 189 +0,0087—10,0182 —0,0136—p ■0,0136 0,0460 p-0,0010 »

e +0,0020—u■0,0083 —0,0039-p • 0,0039 —0,0182 +1 0,0087 -0,0247 j p-0,0251 »

/ —0,0032-p-0,0032 —0,0083+ p • 0,0083 —0,0189+ p-0,0159 —0,0185+p-0,0313 2

Mx i belastet Felt.

0 1 2 3

c —0,0833—p - 0,0833 +0,0010-p - 0,0460 + 0,0251—u - 0,0247 +0,0313-p-0,0185 pl=
/ -0,0460 p-0,0010 —0.0004 -p - 0,0004 0,0262 p-0,0034 +0,0344 p-0,0053 »

e -0,0247 p-0.0251 + 0,0034+p 0,0262 + 0,0256 +p - 0,0256 + 0,0335 +p - 0,0255 »

/ —0,0185+p - 0,0313 +0,0053+p-0,0344 +0,0255+1-0,0335 + 0,0330+p - 0,0330 »

Nedbøjningerne er overalt mindre end Nedbøjningerne ved ensformig 

fordelt Belastning over alle Fag (Fig. 83).
I Nærheden af de belastede Felters Midtpunkter er de bøjende 

Momenter lidt større end ved Belastning over alle Fag.

e. Søjlernes Indflydelse paa Momenter og Nedbøjninger. (Fig.88).

I § 19 er det allerede blevet omtalt, at der ved usymmetrisk Belast­

ning vil optræde bøjende Momenter i Søjlerne, og at disse bøjende 
Momenter vil faa Indflydelse paa Nedbøjningerne og Momenterne i 

Pladen. Momenterne i Pladen vil da bestaa al følgende to Dele.
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1af de Momenter, der optræder i Pladen, naar denne er simpelt 

understøttet i enkelte Punkter, og
2) af de Momenter, der overføres fra Søjlerne ved disses forbindelse 

med Pladen.
For ensformig fordelt Belastning over alle Fag (Fig. 83) og for 

Belastning i Skakbrætform (Fig. 87) vil der ikke optræde bøjende Mo­
menter i Søjlerne. Dette vil derimod være Tilfældet ved Stribebelastning 

(Fig. 84 og 88). For denne Belastning beregnes derfor Søjlernes Indflydelse.
Den første Del af de ovenfor omtalte Momenter er beregnet tor 

den i Fig. 84 viste Plade. Den anden Del, som hidrører fra det bøjende

227777777. 7277772772

Moment i Søjlerne, beregnes 

i det følgende.
Paa Grund af Symmetrien 

overføres Halvdelen al Søj­

lens Moment til den ene 

Side, Halvdelen til den an­

den Side i Pladen. Momen­
terne forudsættes at over­

føres til Pladen i de to tæt 
ved hinanden liggende Snit 

m-m og n-n (Fig. 88). Læng- 
den af disse Snit er X. 
Middelværdien pr. Længde- 

enhed af det Moment, der 

overføres i Snit m-m kaldes X . Det tilsvarende Moment pr. Længde- 
enhed i Snit n-n er —X, og Momentet foroven i Søjlen er 2X,X.

For Simpelheds Skyld regnes Søjlerne forsynede med Charnierer 
forneden. Hovedsystemet bestaar da al Pladen, som hviler paa Søjler, 
der er frit drejelige haade foroven og forneden, og som overtallig Stør- 
relse indføres X2.

X, bestemmes da ved X = Bem, hvor dem er Pladens Vinkelændring 
Occ

i Punkt (c,0) paa Grund af Belastningen paa Pladen i Hovedsystemet 

og dee den gensidige Vinkelændring al Søjlen og Pladen i Punkt (c, 0) 
paa Grund af Momentet X—1.

For X == — 1 bestemmes Nedbøjningerne ved Ligningerne (15) og 

(16). Ved Overgangen fra del ubelastede til det belastede Fell i Linie 
0 skifter baade Nedbøjningerne og Størrelserne. D, E og F Fortegn; man 

har altsaa c = do = e = fo = 0 og D0 — E0 - Fo = 0.
For Punkt (c, 1) er Lign. (8)

+My(d.1)

Mp(c.d,0,1) — M (c,d, 1.2)

- Mx (c.0)
/ — 2Mx (c.1)l

1  2M(e.1)1

Mp(c.d.0,1) + Mp(c.d,1,2)

+ M1y(d.1)
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Da Mx(e,0) = = Xe = — 1, faas ifølge Lign. (11)

d +(2— u) — 8 +2

c - G 2u’ +19 -8 

d + (2 p— 8 2

»X2 1-1 (1 u2) 7 
1 El

Idet

+ d1

Co — 4c1

+ d2 

+ d g 1
q — 4cx +Cs | —C 

+ d.

F Ci
d0 — 4d, + d.

+ et

og C = da = 0, kan Ligningen skrives

- 4Cx + C. + 2D, =—(1—13 E I

Lign. (16) opskrives for de øvrige Punkter, hvis Nedbøjninger soges

Herved faas følgende Ligninger:
X2

(, 1)

(c, 2)
(e, 3)

4- Cg

C, —Cy + C, 

2C2—4C,

+2D,

2D, 

+2D.

=

(1—u2) EL

0, 

0

(d, 1) 

(d, 2) 

(d, 3)

C1

Co

4D + D. + E, 

+ D.—4D.+ D. + Eg

2D.-4D Es

0.

0.

0.

(e, 1
(e, 2)

(e, 3)

DIIE, Ex

D. + E,—4E,+

D. 2E

F, 

E, F.

4Ex + Fy =

0.

0

0

(, I)

(A 2)

A 3)
hvoraf

2E, 

2E. N
E

 

+
 | 

+
 

N
 - 3

-3
 

L
 +

 .IIU 0.

0.

0.

i 2 3

C 1172 720 628
1 12 X2

2970 El

D 499 540 536 » »

E 284 405 436 » »

F 232 360 398 » »
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Lign. (15) faas al Lign. (1(5) ved at ombytte C2 med C1, C. med ce 

o. s. v. og paa højre Side al Lighedstegnet al indføre de fundne Værdier 
af C1, C2 o. s. v.

Herved lindes

De \ærdier al Nedbøjningerne og de bøjende Momenter Mx, som 

skyldes X = — 1, kaldes henholdsvis = og Mex

1 2 3

c

d

4399758 —6447600

—3835296 —6079050

—7094142

—6808104

................

8820900 EI

» »

e —3380346 5621400 —6388254 » »

—3221208 —5435100 —6207192 » »

Nedbøjninger Ze.

3 9 
— —

1‘ 0 1 2 3

c + 0,02234 +0,02030 +0,01386 0 —0,01386 —0,02030 —0,02234
22 

0 13) El

d 10,02144 +0,01914 +0,01208 0 —0,01208
-

—0,01914 —0,02144 » »

e +0,02012 
---- —

+0,01770 +0,01064 0 —0,01064 —0,01770 —0,02012 » »

f +0,01955 + 0,01712
- +0,01015 0 -0,01015 0,01712 —0,01955 » »

Max i ubelastet Fag.

3 2 1‘ 0

c +0,1466+u 0,0649 +0,1588+tu 0,0836 +0,2666 +u0,1280 +1

d +0,1653+^.0,0152 +0,1717+ u 0,0101 +0,1804— u • 0,0124 0

e +0,1739—1-0,0271 +0,1671—u - 0,0308 +0,1292—u -0,0336 0

+0,1751—1-0,0411 +0,1635—1-0,0423 +0,1142—1-0,0361 0

Mex i belastet Fag.

0 1 2 3

c —1 —0,2666— u • 0,1280 0,1588—1-0,0836 —0,1466—M - 0,0649

d 0 —0,1804+p-0,0124 —0,1717—m - 0,0101 —0,1653—M • 0,0152

e 0 —0,1292 +m - 0,0336 —0,167I+m-0,0308 —0,1739+M 0,0271

/' 0 —0,1142+m -0,0361 —0,1635+u 0,0423 —0,1751+M -0,0411



2 0 1

V in k e læ n d r in g e n  a f P la d e n  i H o v e d s y s t e m e t v e d P u n k t ( c , 0 ) p a a  

G r u n d  a f M o m e n te t X  =  —  1 l i n d e s  v e d  A d d i t io n  a f  A l  i L in ie  C f r a  

P u n k t (c,.3 ) , h v o r  T a n g e n te n  e r v a n d r e t t i l P u n k t ( c ,0 ) .

S o m  d e l s e s a f o v e n s ta a e n d e U d t r y k  f o r Mx i L in ie  c , h a r m a n  d e  

i h o s s t a a e n d e  T a b e l a n g iv n e V  æ r d ie r  a l A s

P u n k t ( c , 0 ) ( c , 1 ( c ,  2 ) ( c ,  3 )

A #

A x s
+ 1 + 0 ,2 6 6 6 + 0 ,1 5 8 8 + 0 ,1 4 6 6

’ E l

V in k e læ n d r in g e n  v e d  P u n k t ( c , 0 ) e r d a

_ _ u 2 ) [  

a p  =  ( 4 - 0 ,1 4 6 6  +  0 ,1 5 8 8  +  0 ,2 6 6 6  +  4 - 1 ) - - El /  =  ( 1  —  ^ a ) - 0 ,1 6 6 5  El•

V in k e læ n d r in g e n  a f S ø j l e n  i s a m m e  P u n k t p a a  G r u n d  a f M o m e n te t  

2 X  =  2 %  I , s v a r e n d e t i l X  =  —  1 , e r

4-2- Ih 

E I

l h
=  0 ,1 1 1 1

E I ,

h v o r h  e r S ø j l e n s  H ø jd e , E. S ø j l e m a te r i a l e t s E la s t i c i t e t s k o e f f i c i e n t o g  I s  

S ø j l e tv æ r s n i t t e t s  I n e r t im o m e n t*) .

F o r u d s æ t t e s Ex = E, b l iv e r d e n  g e n s id ig e V in k e læ n d r in g  a l t s a a  

l
Bee — CLp + as

El

1
( 1  —  u )  - 0 ,1 6 6 5  +  0 ,1 1 1 1  / i  I ,

F o r S t r ib e b e la s tn in g e n  ( F ig . 8 4 ) e r

P u n k t ( c ,  0 ) <-1 (c,2) ( G  3 )

Aa2
| + 0 ,0 8 3 3 — 0 ,0 3 5 7 — 0 ,0 8 0 6

0,0938 1 M El

p l3
dem = — 0 ,0 9 3 8 )  —  0 ,0 8 0 6  —  0 ,0 3 5 7  +  4 - 0 ,0 8 3 3 ]  %  ( 1  -  1 3 )  E I  

=  —  ( 1  —  1 3 )  0 ,0 2 0 2 5  E T

* ) D e rs o m  d e r f in d e s  S ø j l e r b a a d e  o v e r o g  u n d e r P la d e n , b l iv e r s o m  a n g iv e t i §  1 9

h v o r I . o g I . e r I n e r t im o m e n te r n e , o g  h, o g h . H ø jd e r n e  a f  S ø j l e rn e  h e n h o ld s v i s  

o v e r o g  u n d e r P la d e n .
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Man finder altsaa

v Oem

See

pl3
—(1 — 3) 0,02025 El

(1 — u2) 0,1665 4- 0,1111 h, 27
•‘IEI

0,1216 pl? 

hl
1 + 0,667 957

(1 - 2) Ig

Ex. 1. Dersom Søjlerne kan regnes nendelig stive i Forhold til 

Pladen, bliver
A4 = — 0,1216 pl2.

Idet Nedbøjningerne er

og Momenterne
-----0 Ares

)/ = M4 — X,M2,

hvor =0 og Mb er de i Tabellerne Side 193 —194 for Pladen i Fig. 84 

angivne Nedbøjninger og Momenter, lindes herved:

Nedbøjninger.

3‘ 2 1 0 1 2 3

c 0,00120 —0,00102 —0,00053 0 i 0,00285 +0,00561 +0,00667 0-5
D /

d —0,00106 — 0,00082 —0,00011 +0,00116 + 0,00370 +0,00609 +0,00703 » »

—0.00077 —0,00045 +0,00055 +0,00229 0,00472 +0,00682 +0,00764 » »

f —0,00064 —0,00028 +0,00084 + 0,00273 +0,00513 +0,00713 +0,00791 » »

Mx i nbelastet Fag.

;1■ 2 1‘ 0

c —0,0134-p • 0,0105 —0,0112—1-0,0144 —0,0013—1-0,0304 +0,0383—1 0,0833 pl

a —0,0173— p- 0,0050 —0,0172— u - 0,0062 —0,0198—1-0,0085 —0,0460+p 0,0009 »

—0,0237 +u • 0,0053 —0,0244 +u • 0,0070 _ 0 0264-kuO 0134 —0,0246 -p-0,0250 »

f —0,0263 +1-0,0099 —0,02714+1*0,0126 —0,0276 + p 0,0207 i —0,0184+p-0,0313 » 
—

Mx i belastet Fag.

0 1 2 3

C —0,2049-p •0,0833 +0,0033-p - 0,0616 0,0613 p-0,0348 +0,0760-p • 0,0263 1
d —0,0460+p 0,0009 +0,0058—u • 0,0055 +0,0521— p-0,0086 +0,0675-p • 0,0087 »

e —0,0246 + p• 0,0250 +0,0116+p-0,0216 +0,0461 + u-0,0146 +0,0591 +u 0,0119 »

/' —0,0184+p - 0,0313 4-0,0140+p-0,0295 +0,0442+p - 0,0228 0,0561 u-0,0199 »
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F or 1  =  0 ,2 bliver det bøjende M om ent i et belaste t F ag m idt 

im ellem to S øjler

M .x te .3) =  (0 ,0760  —  0 ,2 • 0 ,0263) pl= =  0 ,0707 pF ~ 14 ,1 pB,

og m idt i et belastet F elt

M s(,3 ) -  (0 ,0561 +  0 ,2  - 0 ,0199)  pl =  0 ,0601 pl-~  16 ,6  plå.

D ersom  S øjlerne var fo rsynet m ed  C harn ierer fo roven  og fo rneden , vilde  

de bøjende M om enter blive (S ide 194 , F ig . 84)

M e(e.b )  =  0 ,0901 pF ~ 11.1 pF, 

og 1
Mxf.3) = 0 ,0804  pl2 ~° 12,4 pF,

m edens m an m ed en ensform ig fo rdelt B elastn ing over alle F ag finder 

M om enterne (S ide 192 , F ig . 83)

M s(c.s) =  (0 ,0626  —  0 ,2  - 0 ,0369 ) pl2 =  0 ,0552  pF ~ Y S pF, 

Mxi(.a) =  (0 ,0298  +  0 ,2  ■ 0 ,0298) pl- =  0 ,0358  pF ~ w k  pF.

D et bøjende M om ent i S øjlen er

M. =  2X X  =  2-0 ,1216-3  pF - 0 ,0405  pF ~  es pF.

D ette M om ent i S øjlen er fundet under F orudsæ tn ing af, at P ladens  

Inertim om ent er konstan t. D ersom P laden har variabelt Inertimoment, 
der varierer saaledes, at det er stø rst i N æ rheden af S øjlerne , vil S øjle-  

m om entet kunne blive endnu stø rre i.

E x. 2 . Ifø lge am erikanske N orm er  **) m aa en S øjles m indste  

S idelin ie hverken væ re m indre end Tsl eller sh. P ladetykkelsen m aa  

ikke væ re m indre end ggl. S om  E xem pel undersøges en P lade hvis  

T ykkelse er s%  I, hvilende paa kvadratiske S øjler m ed S idelin ie 12 og  

m ed h = I. D el fo rudsæ ttes, at F orho ldet m ellem P ladens og S øjlens 

Inertim om enter bestem m es som ved hom ogen t M ateria le. M an har da

v  0 ,1216

1 +  0 ,667  7 ----- 12)7
(1 - U )  Is

*) S e § 19 , hvor der fand tes et S øjlem om ent

M x =  $ .0 ,202  pl3 00 Y o pl3,

der fo rdeles paa S øjlen over og S øjlen under P laden .
## S e f. E x. R uling of the D esign of F lat S lab C onstructions

in the C

of C hicago 1914 .
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hvor A = /,

altsaa

For p = 0 bliver

' = 9 (@08

I. = AGVDV

1i,-I.

v 0,1216
X 1 0,667.8 8 0,0608 plé.

Nedbøjninger og Momenter findes af

og
: — “o X Ec,

M=M0- X M. som i Ex. 1.

Nedbøjninger.

3 2‘ 0 1 2 3

c —0,00256 —0,00225 —0,00138 0 +0,00369 +0,00685 + 0,00803
pl 

EI

d —0,00237 —0,00199 —0,00085 +0,00116 + 0,00444 0,00726 0,00834 »

e -0,00200 —0,00152 —0,00009 0,00229 +0,00536 +0,00789 + 0,00887 »

7 —0,00183 —0,00132 E 0,00023 +0,00273 +0,00574 +0,00817 +0,00910 »

Momenter Mx.

3‘ 2‘ 1' 0 1 2 3

e —0,0223 0,0208 —0,0175
—0,0225

0,1441/
+0,0195 +0,0709 +0,0849 pl=

a -0,0273 -0.0277 -0,0307 0,0460 +0,0167 +0,0626 :0,0775 »

0,0342 —0,0345 0,0342 —0,0246 +0,0194 +0,0562 +0,0696 »

—0,0370 —0.0371 0,0346 —0,0184 +0,0210 +0,0542 +0,0668 »

For p = 0,2 bliver

Y - 0,1216 ple n
Ae — 9— — —0,0595 pl2.

1 + 0,667.
’ 2.0,96

Herved findes for Pladen med de forudsatte slanke Søjler
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1 
Mx (e.:) - (0,0851 — 0,2 • 0,0223) pl2 = 0,0806 pl2 ~ 12,4 pla,

og
1

M (r - (0,0670 — 0,2 • 0,0173) pl2 = 0,0705 pl2 pl2.

Det bøjende Moment i Søjlen bliver

Mx = 2X2 X = 2 - 0,0595 • Zpl = 0,0198 p/3 ~ gopl.

2. Rektangulær Plade, b = 31.

Fig. 89.

a. Ensformig fordelt Belastning over 

alle Fag (Fig. 89).

Naar Belastningen p er ensformig fordelt 

over alle Fag, bliver Lign. 16:

livoraf

c, 0) IC +2C, 

(c, 1) C —4C 

(c, 2) Cl 

(c, 3)

DX4 

I 2D, =-23(1-2)

+ C. +2D, = 1 » » ,

-4 + C, +2D. — 1 » » ,

2C—4C, +2D, = 1 » »,

(d,0) Co

(d,1) Cx

(d,2)

(d, 3)

—4D, +2D, + E0 = 1 > > ,

+ D,—4D,+ D, E, 12,

cg + D,—4D, + D, +E, = 1 > >,

C. +2D,—4D, + E, = 1 »

(e, 0)

(e, 1)

(e, 2)

(e, 3)

2D —4E+2E, = 1 » » ,

2D. + Eo—4E1+ E2 ~ 1 > » ,

2D. +E,-4E - Es 1 »

2D. +2E2—4E = 1 »

C, = Co
1

2483
— u2
420

p\4 

El
Eo = Co

- 2912 1
420

p\4 

El ’

C. = Cb- 3456 » » , F — C — 00 - 3267 » » ,

Cx — Co— 3731 » F — C —3680 »

F --C — 3843 » » .

D, = Co 2347 »

D — C_11 — 0 3028 »

D4 = C0 — 3595 »

3796 »
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Ved Anvendelse af Lign. (15) lindes herefter

o . 11— 12 pX4

og

0_420 EI

0 1 2 3

c 0 254503 519936 625191
1 -u2 px
117600 El

a 183207 339128 553895 645816 » »

e 272832 392487 579520 662823 » »

Nedbøjninger.

0 1 2 3

C 0 0,00167 0,00341 0,00410
0— 

EI

d 0,00120 0,00223 0,00363 0,00424 » »

e 0,00179 0.00258 0,00380 0,00435 » »

Momenter M.2.

0 1 2

c —0,1202—u • 0,0865 —0,0026—u • 0,0400 +0,0378—p • 0,0160 +0,0497—p - 0,0097 pl

d —0,0737+p 0,0221 -0,0139+p 0,0074 + 0,0290+ p • 0,0020 +0,0434 +u 0,0009 »

e —0,0565+p 0,0423 —0,0159+p-0,0252 +0,0245+p -0,0121 +0,0394+p-0,0080 »

Momenter My.

0 1 2 3

C —0,1947—p-0,2705 —0,0899—1 ■ 0,0058 —0,0361 +p-0,0851 —0,0219 +U0,1120 pb

d|+0,0497-p-0,1657 +0,0166— p-0,0313 +0,0044+p-0,0653| +0,0019+p-0,0976 »

+0,0953—10,1271 +0,0567-p • 0,0358 +0,0272 +10,0551 +0,0181+p-0,0886 »

Ligesom ved den kvadratiske Plade optræder de største positive 
Momenter i Søjlerækkerne.

For den rektangulære Plade med Sidelinierne l og 31 (Fig. 89) 
bliver med u = 0,2 de positive Momenter i Søjlerækkerne



Vele.3 (0,0497 — 0,2 • 0,0097) pla 0,0478 pll ogh plB,

V, . o (0,0953 — 0,2 • 0,1271)pb== 0,0699 ph=~ A ph2 ~ ag PB,

og midt i Feltet
Me(e.aj = (0,0394 + 0,2 • 0,0080) pl2 - 0,0420 ple ~ yx pl=.

De tilsvarende Momenter i den kvadratiske Plade med Sidelinie / 

(Fig. 83) er i Søjlerækkerne

Mar(c.b) = (0,0626 - 0,2 ' 0,0369) pl = 0,0552 pl: Ps ple, 

Mwr. MRe.1 0,0552 pl ~ ys PlB,

og midt i Feltet 

V,. (0 0298 + 0,2 - 0,0298) pl2 = 0,0358 pl-o 28 pl2. 
Ma (f,3) 00,0280 , 24 2 7

b. Ensformig fordelt Belastning i hvert andel Fag (Stribe

belastning, Fig. 90).

Beregningen al Pladen 

paavirket af den i Fig. 90 

viste Stribebelastning udføres 

paa samme Maade som for 

den kvadratiske Plade (Fig. 

84). De paa Side 193 an- 

givne Værdier af : og Mx 

for Belastningen +p og —p 

skiftevis i hvert andet Fag 

gælder ogsaa for den rekt-

for Belastningen p over alle 

—p faas for den i Fig. 90

viste Plade:

angulære Plade.

Ved at addere og halvere Resultaterne 

Fag og for Belastningen skiftevis +p og 
135 05 1034 o

Nedbøjninger.__________ _________ -_________ _____

c =0,00460 —0,00408

d -0,00453 0,00397

e -0,00448 -0,00389

1 ‘ 0 1 2 3_______________

_____ ------ - -------- .------ :................................pl 

_0,00254 0 +0,00421 +0,00749 0,00871 (1 u3) El 

_------ ............ — - .--  

- 0,00226 +0,00060 +0,00449 +0,00760 0,00878 2‘ 

_ 0.00208 +0,00090 -0,00467 0,00768 + 0,00883 »

Mx i ubelastet Fag._________________-_________ _______

r

c —0,0376 -u-0,0048

d -0,0408 u-0,0004

e -0,0428-0,0040

z r a

=0,0366-0,0080 0,0360—10,0200—0,0601—10,0433 pl

2 2
0 0410+u 0 0010 —0,0417 + u-0,0037 -0,0368 +u• 0,0111

-0.0433 u.0,0060 -0,0427 u-0,0126 —0,0283+u 0,0212•
-- 0,0400 M 00009 2 2 I



Mx i belastet Fag.
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0 1 2 3

—0,0601—p-0,0433 + 0,0334—p - 0,0200 +0,0745—p - 0,0080 +0,0874-p-0,0048

! —0,0368+p-0,0111 +0,0277+p-0,0037 +0,0701+p-0,0010 +0,0842+u-0,0004

—0,0283+p-0,0212 +0,0267+p-0,0126 +0,0678+p-0,0060 + 0,0822 +p 0,0040

M4 er bestemt ved de angivne Værdier af M paa lignende Maade 

som ved den kvadratiske Plade. For Punkt (e, 3) har man saaledes 

My(e,n) = (0,0040 + u • 0,0822) pF = (0,0090 + u• 0,1849) pb.

Momentet i et Snit parallelt med den korte Side gennem et belastet 

Felts Midtpunkt varierer ikke stærkt. Baade i Punkt (c, 3) og i Punkt 

(e, 3) er Momentet Mx = ca. is pl2.

c. Enkeltkraft P midt i hvert Felt 

(Fig. 91).

Beregningen af Pladen paavirket af den i 

Fig. 91 viste Enkeltkraft P midt i hvert Felt 

udføres paa lignende Maade som for den kva­

dratiske Plade. Man finder herved

Nedbøjninger.

0 1 2 3

c 0 0,00499 0,01167 0,01499
Pbl

d 0,00296 0,00661 0,01296 0,01661 » »

e 0,00458 0,00790 0,01458 0,01957 » »

Momenter Mx.

0 1 2 3

—0,1595-p-0,0945 —0,0271—p-0,0521

................ . .............. ...................... : .............—
—0,1171 I u-0,0212 —0,0429 - u-0,0054

—0,1063 +p-0,0521 —0,0538+p-0,0412

+0,0538—p - 0,0412 +0,1063—p - 0,0521

0,0429—10,0054 0,1171 p-0,0212

+0,0271+p-0.0521 +0,1595+p 0,0945
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Momenter M4.

0 1 2 3

C 0,2128—1-0,3591 0,1172—1-0,0609 -0,0928+p-0,1209 -0,1172+p-0,2391 D I

d +0,0478—p-0,2633 +0,0122—10,0966 —0,0122+p-0,0966 —0,0478+p-0,2633 »

e +0,1172—p- 0,2391 +0,0928—u • 0,1209 +0,1172+p-0,0609 + 0,2128+p -0,3591 »

For u = 0,2 bliver Middelværdien af de bøjende Momenter pr.
Længdeenhed paa Strækningen X=|I= 1b midt i Feltet altsaa

Mx(e.= (0,1595 + 0,2 • 0,0945) P / - 0,1784 P 2 l P S 
8 b b 5,6 b 

b b 1 b 
My(e,:) = (0,2128 + 0,2 • 0,3591) P , = 0,2846 P P 

2 7 I 3,5 l

§ 28. Yderfag. Kvadratiske Felter; simpel Understøtning langs 

Kanterne; konstant Inertimoment.

I § 26 og § 27 har det været forudsat, al Pladen stræklier sig over 

uendelig mange Fag i begge Retninger, og denne Forudsætning vil i 
Regelen give tilstrækkelig nøjagtige Resultater for alle Mellemfagenes 

Vedkommende. 1 Yderfagene vil der imidlertid kunne optræde større 
bøjende Momenter. Baade de positive Momenter midt i Faget og de 

negative Momenter over Søjlerækken mellem det ydersle og del næsl­

yderste Fag kan blive større end Momenterne i et Mellemfag.
For al undersøge, hvorledes Spændingerne i et Yderfelt forholder 

sig i Sammenligning med Spændingerne i et Mellemfelt, beregnes Ned- 
bøjninger og bøjende Momenter i en Plade med kvadratiske Felter, 

kontinuerlig over nendelig mange Fag i den ene Retning og over to 

Fag i den anden Retning. Beregningen udføres for en ensformig fordelt 

Belastning p, dels over alle Felter (Fig. 94), dels over alle Felterne paa 

den ene Side af den langsgaaende Søjlerække (Fig. 95).
For en Plade, som er kontinuerlig over to Fag i begge Retninger, 

og som altsaa bestaar af fire Hjørnefelter, der forudsættes at være kva­

dratiske, udføres Beregningen med en ensformig fordelt Belastning baade 

over alle lire Felter (Fig. 96) og over lo sammenstødende Felter (Fig. 98).

For begge Plader forudsættes, at Understøtningerne langs Kanterne 

er retliniede og i Stand til at hindre Pladen i al bøje sig op eller ned, 

men at de tillader den frit at dreje sig. Beregningen udføres for begge 

Plader med X = 1 l.
Af Hensyn til Sammenligningen med el Mellemfelt beregnes først 

Nedbøjninger og Momenter med 1= 1 i en Plade med kvadratiske 

Felter, kontinuerlig over uendelig mange Fag i begge Retninger. Med
N. J. Nielsen : Spændinger i Plader. 14
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en ensformig fordelt Belastning P over 

Plade (Fig. 92) følgende Ligninger (Lign.

alle Fag har man for denne 

16):

— 4C8 +4C u

C0—4C1+ C.+2D, - 1

2C —4C, +2D, - 1

2C, -4D, +2D. - 1

C.+2D,—4D,+ E,=1

4D, 4E = 1

Ved Anvendelse af Symmetrien om Linie 2 fais lierved

og det tilsvarende Sæt Ligninger (Lign. 15) med Co, Cl i Stedet for 
C C.... og C„,C, - - paa højre Side af Lighedstegnet. Man finder 

heraf----------------------

0 1 2

_____ - ------------------------ -

c 0 309

d 161

e ' _________— —

464

565

640

1 p3) pX4 

288 El 

» »

» »

Nedbøjninger.

2 3 4___

c

d

0,00629

0,00766 
- ----—

0,00419

0,00629

0

0,00419

uEI 

» »
— 

e
0,00868 0,00766 0,00629 

i ’

Momenter Mx.

2 3 4
__ I

c 

d

e

+0,0673—+0,0438

+0,0438 4- u • 0,0056
—

4-0,0326 + u • 0,0326

0,0334—1-0,0673

0,0117 U-0,0117

+0,0056 + u - 0,0438

0,1341—1-0,1341

0,0673 ! 1-0,0334

0,0438++0,0673

pl2 

»

»

Momenter My.

2 3 4

a 

e

—0,0438+P 0,0673

+0,0056 + u-0,0438

+0,0326+-0,0326

—0,0673+ P■0,0334

+0,0117++0,0117

j +0,0438+^ 0,0056

—0,1341—p - 0,1341

+0,0334—u • 0,0673
------ ------- - ------------

+0,0673-^ -0,0438

pl2 

»

»
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For Stribebelastningen p skiftevis i hvert andet Fag (Fig. 93) udføres 

Beregningen paa lignende Maade som med X = |I (Fig. 84). Med Belast­
ningen + p og — p skiftevis i hvert andet Fag bliver Ligningerne

liv oral

Lign. (16)

p\4

u2)
p4

Lign. (15)

<1

22272222

- —7-2 — '

] 2 3 4 5 6

= = 0,01367
. —___- —

0,00977 0 —0,00977 —0,01367 (1—9)0

Me= +0,1250 +0,0938 0 0,0008 0,1250 pi2

Ved al addere og halvere Resultaterne for Belastningen P over alle Fag 
og for Belastningen skiftevis + p og —p laas for den i Fig. 93 viste 

Plade:

Nedbøjninger.

2 
-

3 4 5 6

c +0,00998 0,00698 0 —0,00279 —0,00369 0R 
EI

d +0,01066 +0,00803 +0,00210 —0,00174 0,00301 » »

e +0,01117 +0,00871 +0,00315 —0,00105 —0,00250 » »

Mx i belastet Fag.

2 
i -------------- - -------------- I

3 4

- !
+0,0961— p- 0,0219 I +0,0636—1-0,0336 —0,0671—p-0,0671 pl=

+0,0844-0,0028 +0,0527 +p-0,0059 —0,0337+p-0,0167
13

e
+0,0788 +1 0,0163 +0,0497 +u 0,0219 —0,0219+p 0,0336 » !--

14*
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Mx i ubelastet Fag.

4 5 6

c -0,0671—1-0,0671 —0,0302—1-0,0336 0,0289—1-0,0219 pl=

a -0,0337 Hu-0,0167 —0,0410  +1-0,0059  0,0406  +1-0,0028 »

• -0 0219-FuO 0336 —0,0441 -Fu 0,0219 —0,04624-p-0,0163< 0,041 I L 0.00 2 2  ‘ t »

Beregningen udføres dernæst tor de omtalte Yderfelter.

1. Plade kontinuerlig over uendelig mange Fag i den ene 

Retning og over to Fag i den anden Retning.

alle Felter (Fig. 94).

Til Bestemmelse af Nedbøjningerne an­

vendes Ligningerne (15) og (16). Ved An­

vendelse al Lign. (16) faas nedenstaaende 

Ligninger. De tilsvarende Ligninger (15) faas 

ved at ombytte C

og indføre C

Lighedstegnet.

Di’ med ci, di‘ 

paa højre Side al

(c, 1) —4C1+2D
u2)

(d,1)

(e, 1)

Ci—4D + Ei

2D —4E

+ D,
E

(c, 2)

D

—4C9+2D.

C2 —4D,+

+ C » »

E. Dz »

(e, 2) E +2D4—4E E.

(c, 3)

(d, 3) Dx

E.

—4G. +  2D8

Ca—4D +E

+2D—4E

+ D

+ E 1

»

»

(c, 4)
—4C +2D =1

R(c, 4)

d,4)

(e, 4)

2D -4D4+ El

+2D —4E

»

1 »

I de 12 Ligninger (16) indgaar der 13 übekendte, nemlig de 12

Størrelser C1, D... og Søjlereaktionen R(e,4). Udelades foreløbig Lig-
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ningen for Punkt (c, 4), liar man tilbage 11 Ligninger med 12 ubekendte. 

Størrelserne C1, D . kan ved Hjælp af disse Ligninger udtrykkes 

ved Cr.

De 12 Ligninger (15) kommer herved til at indeholde 12 ubekendte 

Nedbøjninger foruden den ubekendte C1. Sættes Nedbøjningen C = 0, 

kan de øvrige Nedbøjninger lindes ved Løsning af Ligningerne.

Opgaven bliver imidlertid en Del lettere at behandle, dersom man 

lænker sig Belastningen bestaaende af to Dele, nemlig 1) Reaktionen 

R(e,4) virkende opad i Punkt (c, 4) og Kræfterne 1 R(e,4) virkende nedad i 

hvert af Punkterne (c, 4), (d, 4) og (e, 4), og 2) Belastningen p over hele 

Pladen og Kræfterne I R(c,4) virkende opad i hvert af Punkterne (c, 4), 

(d, 4) og (e, 4).

Ved del første Belastningstilfælde bliver venstre Side af de 12 oven- 

staaende Ligninger uforandret. 1 de 9 første Ligninger bliver Leddet 

paa højre Side af Lighedstegnet Nul. 1 de 3 sidste Ligninger bliver 

Leddet paa højre Side af Lighedstegnet

X2
—1(1 — M2)R(e.4) EI for Punkt (c, 4),

Heraf lindes

+ » » » » » (d, 4),

» » » » » (e, 4).

1 2 3 I

C +1251 +5198 + 20705 +84412 1 u 1 0 X
2-97-577 5 ^El

D — 97 - 582 3395 —19788 » » »

E 1057 —4034 13915 —44836 » » »

og

1 2 3 4

C

d

—78414968

+ 3838872

251320397

+ 17604239

671148236

69212604

-1412859610

- 207656630

1 — 2 X 2
2-972-577- 1

» » »

e +70737224 +216111919 + 532723028 + 997546350 » » »

Ved del andet Belastningstilfælde bliver Linierne 1, 2, 3 og 4 ret- 

liniede efter Formforandringen. Nedbøjningerne bestemmes af følgende 

Ligninger:
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1 — u2 PXliS Re4 
a = 8 ET 168 8 E ) 

52 = » , (308 — 15 2 ), 

= = » » (400 — 20 » ), 

= = » ( 432 — 22 » ).

Heraf faas

Ved Addition af Nedbøjninger og Momenter for de lo Belastnings- 

tilfælde faas Nedbøjninger og Momenter for den i Fig. 94 viste Plade. 

For Punkt (c, 4) har man

1412859610 . 19 X
42.972.5779 4 El

1 — u -p\4 (429 94 R(c,4) - 0

8 EI \ X2/

hvoraf
R(e.4) = 1,2026 pl2.

Ved at indsætte denne Værdi af R(e.) og addere Resultaterne svarende 

til de to Belastningstilfælde, faas for den i Fig. 94 viste Plade følgende 
Nedbøjninger og bøjende Momenter:

Nedbøjninger.

0 1 2 3 4

c 0 0,00663 0,00871 0,00539 0 (1—15) EI

d 0 0,00688 0,00951 0,00761 0,00485

e 0 0,00708 0,01011 0,00900 0,00722

Momenter Mx

0 1 2 3 4

:! 0 +0,0729—1-0,0079 +0,0861—10,0258 +0,0332—1-0,0711 —0,1725— u - 0,1555 ple

d 0 +0,0679++0,0007 +0,0725+1-0,0034 +0,0136++0,0133 0,0880 +0,0399 »

e 0 +0,0648++0,0064 +0,0661 +0,0190 +0,0107++0,0445 —0,0567 + u • 0,0758 »
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Momenter My.

0 1 2 3 4

c 0 —0,0079 u-0,0729 —0,0258+u 0,0861 —0,0711 + u 0,0332 —0,1555 — u 0,1725 pl2

d 0 +0,0007-+1-0,0679 +0,0034 +u-0,0725 +0,0133+u 0,0136 +0,0399 — u 0,0880 »

e 0 +0,0064 +0,0648 +0,0190 +0,0661 —0,0445 + u 0,0107 +0,0758—u 0,0567 »

Reaktionerne langs Kanterne lindes ved Hjælp af Lign. (35).

Punkt Reaktion

(c, 0) (0,354 + p 0,032) p/ pr. Længdeenhed

‘1. 0) (0,402 — U 0,003) » » »

(e, 0) (0,436 — p 0,026) » » »

Søjlereaktionen er, som tidligere lunden,

Rea = 1,203 pP.

Nedbøjningen midt i Yderfeltet (ved (e, 2) Fig. 94) er ca. 16 % større 

end Nedbøjningen midt i Mellemfeltet (ved (e, 2) Fig. 92).
For u = 0,2 bliver det største positive Moment i Yderfeltet (ved 

(c, 2) Fig. 94) ca. 38 % større end det største positive Moment i Mellem- 

feltet (ved (c, 2) Fig. 92).
De negative Momenter i el Snit langs Linie 4 i Fig. 94, hvor der 

ligger et Yderfelt paa hver Side af Snittet, er i Punkt (c, 4) ca. 26 % 

og i Punkt (e,4) ca. 37 °/0 større end de tilsvarende negative Momenter 
i Fig. 92. hvor der ligger et Mellemfelt paa hver Side af Snittet.

b. Ensformig fordelt Belastning over alle Felterne paa 

den ene Side af Søjlerækken. (Fig. 95).

Den i Fig. 95 viste Belastning p paa den ene Side af Søjlerækken 

lænkes fremkommen ved først al anbringe 

Belastningen 4p over alle Feller og der­

næst anbringe Belastningen +tp til venstre 

før Søjlerækken og — tp til højre for 
Søjlerækken. 1 Stedet for 4P regnes med 

Belastningen p, og Resultaterne halveres.

For Belastningen + p til venstre og 

—p til højre for Søjlerækken bliver Ned- 

bøjninger og Momenter de samme som i 

en Plade, der er kontinuerlig over uendelig 

mange Fag i begge Retninger og belastet
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med +p og — p skiftevis i hvert andet Fag. Man tinder altsaa fol­
gende Nedbøjninger og Momenter (Side 211):

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 +0,00977 4-0,01367 +0,00977 0 —0,00977 —0,01367 —0,00977 0
•EI

• o +0,0938 +0,1250 +0,0938 0 0,0938 —0,1250 —0,0938 0 pl

Reaktionen i Unie 0 er overalt + 0,5 pl og i Linie 8 overall 
—0,5 pl.

Ved at addere og halvere de fundne Resultater for Belastningen p 

over begge Fag og for Belastningen + p til venstre og —p til højre for 
Søjlerækken laas for den i Fig. 95 viste Plade følgende Nedbøjninger, 
bøjende Momenter og Reaktioner:

Nedbøjninger.

-
1 2 3 I 5 6 7 8

0 +0,00820 +0,01119 +0,00758 0 —0,00219 —0,00248

....
71

—0,00157 O (1—u2)
ET

d 0 +0,00833 +0,01159 +0,00869 +0,00243 —0,00108 —0,00208 —0,001440»»
— .......— .......

e 0 +0,00843 +0,01189 +0,00938 +0,00361 —0,00038 —0,00178 —0,00134 0 » »

Mx i belastet Fag.

0 1 2 3 1

c 0 + 0,0834— p- 0,0040 +0,1056— ja • 0,0129 +0,0635—u - 0,0355 —0,0863—10,0778 pl=

d 0 +0,0809 +u 0,0004 +0,0988+1-0,0017 +0,0537+^.0,0066 —0,0440+u-0,0200 »

e 0 + 0,0793 + u • 0,0032 +0,0956+^-0,0095 +0,0522+10,0223 —0,0284+u-0,0379 »

Mx i ubelastet Fag.

—
4 5 6 7 8

C 0,0863—u■0,0778 —0,0303—u.0,0355 
----—

—0,0194—u • 0,0129 —0,0104 -u-0,0040 0 pl=

d —0,0440 + u • 0,0200 —0,0401+u 0,0066 —0,0262+^-0,0017 —0,0129+u-0,0004 0

e —0,0284+10,0379 —0,0416+^-0,0223 —0,0294+u • 0,0095 —0,0145+,u-0,0032 0 »
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PunktCBA R e a k t io n P u n k t R e a k t io n

( c ,0 ) (0 ,4 2 7  +  p  • 0 ,0 1 6 )  p l (c, 8) —  (0 ,0 7 3 — p  ■ 0 ,0 1 6 )  p l

(d , 0 ) (0 ,4 5 1 - p  • 0 ,0 0 1 ) » (d ,  8 ) —  (0 ,0 4 9  +  u  .0 ,0 0 1 ) »

( e , 0 ) (0 ,4 6 8 — u  • 0 ,0 1 3 ) » (e, 8) - (0 ,0 3 2 + p  • 0 ,0 1 3 ) »

S ø j le r e a k t io n e n  e r R (e ,4 ) =  0 ,6 0 1  pl2.

N e d b ø jn in g e n m id t i e t b e la s te t Y d e r fe l t (v e d  ( e , 2 ) , F ig . 9 5 ) e r c a . 

6  %  s tø r r e e n d  N e d b ø jn in g e n m id t i e t b e la s te t M e lle m fe l t (v e d  ( e ,  2 ) ,  

F ig . 9 3 ) .

F o r 1  =  0 ,2 e r d e t s tø r s te  p o s i t iv e M o m e n t i Y d e rfe l te t (v e d  ( c , 2 ) , 

F ig . 9 5 ) c a . 1 2  %  s tø r r e e n d d e l s tø r s te p o s i t iv e M o m e n t i M e lle m fe l te t 

(v e d ( c , 2 ) , F ig . 9 3 ) .

2. Hjørnefelt; P la d e  k o n t in u e r l ig  o v e r to  F a g  i b e g g e  

R e tn in g e r .

a . E n s fo rm ig  fo rd e l t B e la s tn in g  o v e r  

a l le  f i r e  F e l te r . (F ig . 9 6 ) .

F o r d e n i F ig . 9 6 v is te P la d e a n ta g e s  

B e la s tn in g e n p a t v æ re e n s fo rm ig fo rd e l t  

o v e r a l le l i r e F e l te r . P a a G ru n d  a f  S y m m e ­

t r ie n  o m  L in ie rn e  g  o g  4 o g  o m  D ia g o n a le rn e  

e r d e l t i l s t ræ k k e l ig t a l b e re g n e N e d b ø jn in -  

g e rn e i fø lg e n d e P u n k te r , fo r h v i lk e L ig n in ­

g e rn e  (1 5 ) o g  (1 6 ) a n v e n d e s . L ig n in g e rn e  (1 6 )  

b l iv e r

(d ,1 ) — 4 D + 2 D .  -  1 .(1

2 D , ID , D +  E ,  ] E T  

d,3) D. 4 D ,+  D , E, - 1 ,  

(d ,  4 )  2D,—4D +  E  -  1

( e ,2 )  2 D , LE,+2E = j  »  »  , 

( e ,  3 )  » , +  E , 4 E  +  E  + F 2 1  

( e ,  4 )  D , + 2 E  -4 E , +  F , , ,

(7 ,3 )  2 E  i / - 2 /<  =  1  »  

6  4  E+2F-4F + G, 1 . 

(g .  4 )  4 P  (1 R(g, 4)1

TTIAIAI C 1• T • . o

U d e la d e s fo r e lø b ig  L ig n in g e n  to r (g , 4 ) , s o m  in d e h o ld e r d e n ü b e -  

k e n d te S o j le r e a k t io n R (g .4 ) , f in d e s a f d e ø v r ig e L ig n in g e r :



§ 28. 218

D = (— 149 : 152 + 9G. : 266) (1 —
pX1 
EI

D. = — 222 » + 18 » •) » »

D. = (— 251 » — 26 » » ) » »

D, - (— 256 » + 30 » » ) » »

E2 = (— 336 1 » + 37 » ) » »

E3 = (— 374 » + 56 » » ) » »

F, -70 » + 68 » » ) » »

F. = (— 387 » + 93 » ) » »

FT = (— 324 » 4-130 » » ) » »

Sættes g. = 0, tindes dernæst af Ligningerne (15)

1 _ u2
- 2923180431113488

14 1 —u2 pX1
d. EL ‘

2 31113488 El

dg = 46169487 » » , eg = 73111031 » » ,

dx = 51067212 » «1 = 67915120 » »,

= 50686832 » » ,

13 = 62927620 » » ,

= 43676934 » » .

De bøjende Momenter bestemmes herat ved Lign. (11). Reaktionerne 

beregnes ved Hjælp af de paa Side 46—47 angivne Ligninger.

Nedbøj ninger.

—
0 1 2 3 4

c 0 0 0 0 0

d 0 0,00367 0,00580 0,00641 0,00636
0 151
0EI

e 0 0,00580 0,00888 0,00918 0,00853 » »

/

—

0 0,00641 0,00918 0,00790 0,00548 » »

g 0 0,00636 0.00853 0,00548 0 » »

Momenter Mz.

0 1 2 3 4

c 0 0 0 0 0

d 0 1-0,0247+p-0,0247 +0,0242 +u 0,0434 +0,0106+1-0,0583 0,0015 Hu-0,0672 pl=

e 0 0,0434+p-0,0242 0+447 + u • 0,0447 +0,0152+ p- 0,0647 -0,0209 , 0-0,0833

C 0 +0,0583+1-0,0106 + 0,0647 + 0,0152 0,0182-1-0-0,0182 —0,0773+0»0,0390 s »

g 0 +0,0672—p-0,0015 +0,0833-p • 0,0209 +0,0390—0-0,0773 —0,1755—p 0,1755 »
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Punkt Reaktion

(c, 0)

1I— (0,102 — p.0,1 18) pl=

1 0
som Enkeltkraft 

pr. Længdeenhed

d, 0) (0,422 —u 0,099) pi » »

(e, 0) (0,492 - 1-0,097) » » »

( - 0) (0,443 -- p 0,043) - » »

(g, 0) (0,382 + 1-0,006) » » »

Søjlereaktionen er R(g,4) = 1,313 pl2.

For u = 0,2 bliver det største positive Moment (ved (g, 2), Fig. 96) 

ca. 35 % større end det største positive Moment i Mellemfeltet (ved (c, 2), 

Fig. 92), eller meget nær lig med det største positive Moment i Yder- 

faget (ved (c, 2), Fig. 94).

Det negative Moment over Søjlen (ved g, 4), Fig. 96) er for u = 0,2 

ca. 31 % større end det negative Moment over Søjlen ved Mellemfelterne 

ved (c, 4), Fig. 92) eller lidt større end del negative Moment over Søjlen 

ved Yderfelterne (ved (c, 4), Fig. 94).

1 Nærheden af Hjørnet (ved (c, 0), Fig. 96) danner Hovedsnittenes 

Retninger Vinkler paa 45° med Sidelinierne. Ved Hjælp af Lign. (11) 

faas hosstaaende Værdier af M„,

og ved Konstruktion af M.-Fladen 

(Fig. 97) tindes i Hjørnet

0 1 ) 3

0,059 0,034 — 0,010 (1—p)pl2

- 0,034 — 0,015 + 0,005 » »

- 0,010 + 0,005 + 0,025 » »

Mp(c.0 = — 0,066 (1 — p) plz.

For p = 0,2 bliver del bøjende 

Moment ved Hjørnet i et Snit, som 

indeholder Diagonalen

Myg (c.0) = + 0,053 pl=,

og i et Snit vinkelret paa Diago­

nalen

Mx’(c,0) — — 0,053 pl2.

Disse Momenter er ca. 50 % større 

end de tilsvarende Momenter ved
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H j ø r n e r n e  i e n  k v a d r a t i s k  P l a d e  m e d  S i d e l i n i e  I, s i m p e l l u n d e r s t ø t t e t  

l a n g s  a l l e  f i r e  S i d e r  o g  p a a v i r k e t a f e n  e n s f o r m i g  f o r d e l t B e l a s t n i n g  p. 

A f H e n s y n  t i l d i s s e b ø j e n d e  M o m e n t e r  b ø r  e n  J e r n b e t o n p l a d e  i N æ r -  

h e d e n  a f  H j ø r n e r n e  h e l s t f o r s y n e s  m e d  e l  J e r n i n d l æ g  f o r n e d e n  v i n k e l r e t  

p a a  D i a g o n a l e n  o g  e t  J e r n i n d l æ g  f o r o v e n  p a r a l l e l t m e d  D i a g o n a l e n .

1 ) . E n s f o r m i g  f o r d e l t B e l a s t n i n g  o v e r  l o  s a m m e n s t ø d e n d e  F e l -  

t e r . ( F i g . 9 8 ) .

l a n g s a l l e l i r e S i d e r .

1 F i g . 9 8  a n t a g e s  B e l a s t n i n g e n  p a l v i r k e  

p a a d e t o F e l t e r t i l v e n s t r e f o r L i n i e 4 .  

D e n n e  B e l a s t n i n g  t æ n k e s  f r e m k o m m e n  v e d  

f ø r s t a t a n b r i n g e  B e l a s t n i n g e n  4 p  o v e r  a l l e  

x l i r e  F e l t e r  o g  d e r n æ s t a n b r i n g e  B e l a s t n i n g e n  

S + z p  p a a  d e  t o  F e l t e r t i l v e n s t r e  f o r L i n i e  

4 « g  —  4p p a a d e t o  F e l t e r t i l h ø j r e f o r  

L i n i e 4 . 1 S t e d e t f o r  4p r e g n e s m e d  B e ­

l a s t n i n g e n  p, h v o r e f t e r  R e s u l t a t e r n e  h a l v e r e s .

F o r  B e l a s t n i n g e n  +  p t i l v e n s t r e  o g  —  p 

t i l h ø j r e f o r L i n i e  4  v i l N e d b ø j n i n g e r n e  o g  

M o m e n t e r n e  Mx o g  M3 v æ r e  N u l i L i n i e  4 .  

N e d b ø jn i n g e r n e  t i l v e n s t r e  f o r  L i n i e  4  k a n  d a  

b e r e g n e s  s o m  f o r  e n  r e k t a n g u l æ r  P l a d e  m e d  

S i d e l i n i e r n e  I o g  21, s i m p e l t u n d e r s t ø t t e t  

L i n i e r n e  g  o g  2 b l i v e r  S y m m e t r i l i n i e r i d e n n e

P l a d e , o g  N e d b ø j n i n g e r n e  b e s t e m m e s  a f  L i g n . ( 1 6 ) ,

(d,I )  — 4 D + D . E ,  

- 4 D .  +  E x

= 1

= 1

p X  1

•1—3) El

»  »(d, 2 ) 2 D

e ,  1 ) D ) ,  
1 LE, | E,+ F, 1 »  »

( e , 2 ) D.+2E -4E. + Fx i »  »

( ( , 1 ) E, —IF, + Fx+ G1 =1 »  »

( f , 2 ) E +2F, 4F g + Gg =1 »

g ,  1 )

3 ,  2

h v o r a f

2F, —4G, + Gx = 1 

2F,+2G,—4G, =1

»  »

»  »

o g  L i g n . ( 1 5 ) , h v o r a f

D , =
5 9 1 1 1 p \ 1

7 4 2 6 E T ’
D .

1 - - - - 1 2  D X 4  
=  7 6 3 1 - - - - - - - ' F

7 4 2 6  E l

8 5 8 7 » » , E 2 =  =  1 1 2 7 6 » » ,

F i  = 9 7 3 5 » »
F y =  1 2 8 7 3 » » .

G t = 1 0 0 5 4 » . » , G , =  1 3 3 2 0 » » ,
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1 _—
d = 47635908

p\1
d, = 66037712

1 — 12 p\
7426- El‘ 7426° El

e1 = 80610834 » » , e = 112211226 » »
fi = 98829140 » /3 = 137849948 » »

91 — 104563668 » » 92 = 145935388 » »

Momenterne bestemmes ved Lign. (11) og Reaktionerne ved Lignin­
gerne paa Side 46—47. De fundne Resultater for Belastningen p over alle 
lire Felter og for Belastningen p til venstre og — p til højre for Linie 4 
adderes og halveres. Man linder herved for den i Fig. 98 viste Plade:

Nedbøjninger.

0 1 2 3 ! 5 6 / 8

c 0 0 0 0 0 0 0 0

--- •

0

d 0 0,00352 +0,00524 +0,00489 +0,00318

-

0,00152 +0,00056 +0,00015 0 (1 u
p[12) 2

ZEl

• e 0
- . .

+0,00575 +0,00841 +0,00744 +0,00426 +0,00174 0,00047 + 0,00005 0 »

/' 0 I +0,00670 +0,00947 0,00745 0,00274 +0,00045 —0,00029 -0,00029 0 »

9 0 +0,00688 +0,00943 + 0,00644 0 —0,00096 —0,00090 —0,00052 0

Mx i belastet Felt.

To 1 2 3 4

c 0 0 0 0 0

d 0 +0,0289+^0,0207 +0,0330+p 0,0330 +0,0219+p.0,0375 -0,0008 p-0,0336 pl=

e 0 +0,0495+1-0,0205 +0,0581 +u-0,0340 +0,0354+ p• 0,0407 —0,0105+p 0,0417 »

/' 0 0,0630 u 0,0124 -0,0766+p 0,0175 +0,0430+p.0,0162 - 0,0387+p 0,0195

9 0 +0,0694+p-0,0058 +0,0885—1-0,0013 +0,0553-p-0,0321 —0,0878—p.0,0878 ,

Mx i ubelastet Felt.

4 5 6 7 8

0 0 0 0

__

d -0,0008- p.0,0336 0,0113+p 0,0208 —0,0088+p. 0,0104 —0,0042+p 0,0040 0 pl=

e —0,0105+p. 0,0417 —0,0202+p 0,0240 —0,0134+p.0,0107 —0,0061+p.0,0037 0 »

r -0,03874 p.0,0195 —0,0248-bp.0,0020 —0,0119—p-0,0023 -0,0047—p • 0,0018 0 »

9 —0,0878—p-0,0878 —0,0163-p.0,0452 —0,0052-1-0,0196 -0,0022—p -0,0073 0 »
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R e ak tio n e r .

B e la s te t F e lt

0

U b e las te t F e lt

8  I

— (0 ,0 9 7 — 1 -0 ,1 1 3 ) — (0 ,0 0 5 — 1 -0 ,0 0 5 ) pl2 so m  E n k e ltk ra f t.

4
+  (0 ,4 0 6 —  u  • 0 ,0 8 3 ) + (0 ,0 1 6 —  p  • 0 ,0 1 6 ) p l p r . L æ n g d e e n h e d .

e + (0 ,4 8 7 — u  • 0 ,0 8 2 ) + (0 ,0 0 5 — u  • 0 ,0 1 5 ) » » »

f + (0 ,4 7 6 —  u  • 0 ,0 5 0 ) — (0 ,0 3 3 — p -0 ,0 0 7 ) » » »

g  + (0 ,4 4 9 — p -  0 ,0 2 3 ) —(0,067—1-0,029) » » »

B e la s te t F e lt.

1 2 4

C + (0 ,4 3 9 —  p -  0 ,1 1 5 ) + (0 ,5 1 9 — u  • 0 ,1 3 2 ) + (0 ,4 5 0 — p -0 ,0 8 7 ) + (0 ,1 9 1  + p  0 ,0 0 3 )  p l

U b e la s te t F e lt.

4  5 6  7

c + (0 ,1 9 1 + p  -0 ,0 0 3 ) — (0 ,0 0 7 —  p -0 ,0 4 4 ) — (0 ,0 2 7  —  p  • 0 ,0 3 5 )—  (0 ,0 1 7 —  p  • 0 ,0 1 6 )  p i

S ø jle re a k tio n e n e r R(g,4) =  0 ,6 5 6  pl2.

F o r p  =  0 ,2 b liv e r d e t s tø rs te p o s itiv e M o m e n t (v e d  (g, 2 ) , F ig . 9 8 )  

l id t m in d re e n d d e t s tø rs te p o s itiv e M o m e n t i M e lle m fe lte t (v e d (c , 2 ) , 

F ig . 9 3 ) .

§ 2 9 . Bemærkninger vedrørende amerikanske Normer for 

»flat slabs«.

D e fø lg en d e B e m æ rk n in g e r e r f rem s tille t i T ilk n y tn in g t i l » F in a l 

R e p o r t o f th e Jo in t C o m m ittee o n C o n c re te a n d R e in fo rc e d C o n c re te «*) ,  

id e t d e r t i l S lu t v ise s e n S a m m e n lig n in g m e d a n d re a m e rik a n sk e  

N o rm er .

i o v e n n æ v n te B e ste m m e lse r tæ n k e s P la d e n , l ig e so m i a lle h id til  

a n v e n d te N o rm e r , a t s træ k k e s ig o v e r l ie re F a g i b e g g e R e tn in g e r, o g  

fo r B e re g n in g e n a f d e b ø jen d e M o m en te r i P la d en fo ru d sæ tte s d e n n e  

p a a v irk e t a f e n e n s fo rm ig fo rd e lt B e la s tn in g  o v e r a lle F a g .

H v o rv id t d e tte e r b e re ttig e t, v il d e lv is a fh æ n g e a f P la d e n s K o n ­

s tru k tio n . D e rso m P la d en h a r sa m m e In e r tim o m e n t o v e ra lt , v il d e  

p o s itiv e b ø jen d e M o m e n te r h id rø ren d e f ra e n e n s fo rm ig fo rd e lt N y tte ­

la s t p i h v e r t a n d e t F a g k u n n e b liv e o m tre n t d o b b e lt sa a s to re so m  d e

* ) P ro c e e d in g s  o f th e  A m e ric a n  S o c ie ty  o f  C iv il E n g i n e e rs . D e c e m b e r  1 9 1 6 .
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positive bøjende M om enter hidrørende fra en ensform ig fordelt B e­

lastning p over alle Fag (§ 27, Side 203). D ersom Pladen derim od  

konstrueres saaledes, at dens Stivhed i N æ rheden af  Søjlerne er betydelig  

større end i M idten af Felterne, og dersom  Søjlerne tillige har passende 

D im ensioner, vil m an kunne opnaa, at de positive bøjende M om enter i 

Pladen ved en ensform ig fordelt N yttelast p i hvert andet Fag  kun  bliver 

ca. 20 % større end de positive M om enter hidrørende fra en ensform ig  

fordelt B elastning p over alle Fag (§ 19, Side 129).

N orm erne opstiller forskellige B egler for Plader m ed konstant 

Tykkelse uden for K apitæ lerne og for Plader m ed forøget Tykkelse i 

N æ rheden af K apitæ lerne. For K ortheds Skyld kaldes disse sidste  

Plader i det følgende Plader m ed Plint*), og i M odsæ tning hertil 

kaldes Plader m ed konstant Tykkelse uden for K apitæ let for Plader 

uden Plint.

Som M inim um stykkelse af Pladen anbefaler N orm erne, idet Søjle- 

kapitæ lets D iam eter forudsættes at væ re m indst 1l:

V ed Plader uden Plint

h =  0,0241Y q  +  14,

hvor h =  Pladetykkelsen i Tom m er, / =  største Spæ ndvidde i Fod og  

q =  Sum m en af N yttelast og Egenvæ gt i Pund pr. K vadratfod (engelsk 

M aal og V æ gt).

V ed Plader m ed Plint

/1=  0,021/q  +  1, 

og

A =  0,0317  +  14,

henholdsvis for Partiet i N æ rheden af Fagm idten og for Partiet i N æ r­

heden af K apitæ lerne, idet dette Parti forudsæ ttes at væ re rektangulært 

m ed Sidelinierne 0,4 G ange Læ ngden af de tilsvarende Sider af Felterne  

(F ig. 81).

U dtrykkes li i C entim eter, / i M eter og q i kg/m ä, bliver for en  

Plade uden Plint

h =  0,09111q +  3,8.

Sæ ttes heri /i =  0,4 /  M  +  3,8, hvilket m ed %  °  Jernindlæ g svarer til en  

B etontrykspæ nding paa ca. 40 kg/cm ë, faas herved det M om ent i kgm  

pr. Ibd. m , som m ed den angivne Pladetykkelse kan optages, uden at 

B etontrykspændingen O p overskrider 40 kg/cm 2,

M =  ca. yoqlë.

A l de lor Pladerne i Figurerne  76, 77, 78 og 79 beregnede M om enter 

hidrørende fra en ensform ig fordelt B elastning over alle Fag frem gaar, at

*) Plinthos betegner den øverste D el af det doriske Søjlekapitæ l. N avnet »plinth«  

anvendes ogsaa undertiden i A m erika (se Taylor and Thom pson, C oncrete, Plain  

and R einforced, N ew Y ork and London, 1916, Side 551).
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dé positive bøjende Momenter midi imellem Søjlerne antager Værdier, 

som ikke afviger meget fra 2012, medens de negative Momenter i Nær­
heden af Kapitælet kan blive ca. 50 % større. Forudsættes de positive 
Momente! at blive ca. 50%/ større ved Stribebelastning end ved ens­

formig fordelt Belastning over alle Fag, vil Trykspændingen i Betonen 

baade i Nærheden af Kapitælerne og midt imellem Søjlerækkerne med 

et passende Jernindlæg ikke overskride ca. 60 kg/em”, naar Pladetykkelsen 
bestemmes ved

A = 0,091 I Vg + 3,8,

hvorfor denne Formel med rimelig Sikkerhed vil kunne lægges til (hund 
ved Bestemmelsen af Pladetykkelsen.

For en Plade med Plint findes paa lignende Maade af Formlerne 
til Bestemmelse af Pladetykkelsen med Gb = 40kg/cm= følgende Dimen- 
sioneringsmomenter

M = ca. 28ql2 for Partiet i Nærheden af Fagmidten, 
og

Mca. Tsgle for Partiet i Nærheden al Kapitælerne.

Af de beregnede Momenter for den i Fig. 81 viste Plade fremgaar, 

at man for en ensformig fordelt Belastning over alle Fag finder baade 
de positive og de negative Momenter i den Del af Pladen, hvis Tykkelse 

ikke er forøget, beliggende i Nærheden af 28ql2, svarende til 08 =40 kg/cma. 

Dersom Søjlerne ikke er meget slanke, vil de positive Momenter ved 

Stribebelastning næppe blive 50 % større, og Trykspændingen i Betonen 
vil da ikke overskride 60 kg/cmz.

De negative bøjende Momenter i den Del af Pladen, hvis Tykkelse 
er forøget, vil gennemsnitlig være større end 1sql2, men da Momentet 

ikke vil være ensformig fordelt, men antage sin største Værdi over 

Kapitælet, hvis Diameter ved normale Konstruktioner ikke er mindre 
end ca. 0,27, vil Momentet TgqI2 næppe overskrides uden for Kapitælet 

med mere end 500, hvortil svarer en Betontrykspænding naa ca. 
60 kg/cm2.

De angivne Formler til Bestemmelse af Pladetykkelsen vil derfor 
ogsaa ved Plader med Plint give en rimelig Sikkerhed.

Vedrørende Pladetykkelsen lorlanger Normerne desuden tor en 
Etageadskillelse

hig
og for en Tagplade

saml al ingen Pladetykkelse maa være mindre end 6" = 15 cm.

Denne sidste Bestemmelse synes al tage Sigte paa Plader med ret 
stor Spændvidde. Ved smaa Spændvidder vil man kunne opnaa til­
strækkelig Styrke og Stivhed med en mindre Pladetykkelse end 15 cm.
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F o r e n k v a d r a t i s k  P la d e m e d S id e l in ie / o g K a p i tæ ld ia m e te r c  

( F ig . 9 9 ) r e g n e s i f ø lg e N o r m e r n e  S u m m e n a f  d e n u m e r i s k e  V æ r d ie r a f  

M o m e n te r n e  Mx i d e  t o  S n i t  ABCDEF o g

GHIJ

Mig ql (l—4c 

h v o r

n ø ja g t ig e r e U d t r y k f o r T o ta lm o -  

Mtx e r t i d l ig e r e o p s t i l le t a f  J o h n

F ig . 9 9 .

E t  

m e n te l

R . N ic h o l s s ) .

V e d  e n  e n s f o r m ig f o r d e l t B e la s tn in g  

o v e r a l l e  F a g  v i l d e r i k k e  o p t r æ d e  l o d r e t  

f o r s k y d e n d e K r æ f te r i d e l i r e  S n i t  B — E, 

G-J, A — G  o g  F—J. D e n l o d r e t f o r s k y d e n d e  K r a f t l a n g s O m k r e d s e n

a f  K a p i tæ le r n e i S n i t t e n e  

e n s f o r m ig  f o r d e l t .

—F f o r u d s æ t te r N ic h o l s a t v æ r e

D e  y d r e  K r æ f te r o g  S n i tk r æ f te r n e  f o r d e n  D e l a f P la d e n , s o m u d ­

s k æ r e s  v e d  d e  n æ v n te  s e k s S n i t , v i l

B e la s tn in g e n p a a  d e n  u d s k a a r n e

h o ld e  h in a n d e n  i L ig e v æ g t .

D e l a f  P la d e n  e r

o g  B e la s tn in g e n s

i^ ~4 T  q c 2 .

Tyngdepunktsafstand f r a U n ie  B—E

3ql2:1l — 1 - q c 2 .%  2 2  4  2 4 1  3 7
-  1 2  Q C

4ql - 41 + q l - 4  I  q c =
-  4

D e n  l o d r e t f o r s k y d e n d e  K r a f t s  T y n g d e p u n k t s a f s ta n d  f r a  L in ie  B—E e r  

M o m e n t l ig n in g e n o m  e n  L in ie  p a r a l l e l m e d  y - A k s e n  b l iv e r a l t s a

Mtx —  3 q l  —  3 i qc2 1 * 18 - g ged - C 

40-41 qc= 7
_0

e l l e r

Mu=*ql8 —ygc8—+q".+*gc"=*ql8(1 —1 ,

h v o r

k g  =
1 4  c  c 3 \
1 X  /  + *  7 3 )

* ) T ra n s a c t io n s  o f  t h e  A m e r ic a n  S o c ie ty  o f  C iv i l E n g in e e r s , V o l . 7 7 , 1 9 1 4 , S id e 1 6 7 0 .

N . J . N ie l s e n  : S p æ n d in g e r  i P la d e r .  1 5
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For forskellige Værdier af , er i hosstaaende Tabel angivet de til­

svarende Værdier af k|og k,.

c ) k.
/•

0 1,000 1,000

0,1 0,871 0,873

0,2 0,751 0,748

0,3 0,640 0,627

0,4 0,538 0,512

De to Formler giver altsaa meget nær samme Resultater. Ved 

sædvanlig Størrelse al Kapitælet, hvor , ligger i Nærheden af 0,2, vil 

Fejlen ved Anvendelse al den i Normerne angivne Formel

Mix = gq (—c) 8

være ganske betydningsløs.

For rektangulære Plader med Sidelængderne / i æ-Aksens Retning 
og b i y-Aksens Retning regnes ifølge Normerne

M1x = 3 qb (1 — 3 c)8, 
og

Mty = àql (b %c)=.

Ligesom for den kvadratiske Plade kan man udlede de nøjagtigere 
Formler for den rektangulære Plade og finder herved

Mtx = 3ql2b 1— , 

og

V - b 1 4 i6 a)

Selv om Forholdet , afviger betydeligt fra 1, vil den Fejl, man 

begaar ved Anvendelse al de i Normerne angivne Formler, være uden 
Betydning. For b =31 og c = 0,2/ lindes saaledes af de i Normerne 
angivne Formler

Mtx = = 0,751 g qlb og Mty = 0,640 k qlbz, 

medens de nøjagtigere Formler giver

Mtx = = 0,749 • 3qlzb og M10 = 0,624 •èqlb°.
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Summen af de numeriske Værdier af de positive og de negative 

Momenter kan altsaa herved bestemmes, men Størrelsen af hver af 

disse afhænger til Dels at Pladens Konstruktion. Normerne foreslaar 

imidlertid i alle Tilfælde at fordele Totalmomentet Mtx i Forholdet g for 

de positive Momenter og § for de negative Momenter.

For en kvadratisk Plade med c  = 0,21 bliver herefter det positive 

Moment i Snit G—J

0,751 • §• àql3 =  0,035  q18.

For den i Fig. 79 viste kvadratiske Plade med Kapitæl 0,21- 0,2  1, 

for hvilket Inertimomentet 1 = 00, fandtes Side 181 del pos. Moment i 
Unie 4

% (0,0447 + 2 • 0,0343 + 2 • 0,0242) ql3 - 0,0323 ql3.

Den foreslaaede Fordeling af de bøjende Momenter synes derfor 

ved ensformig fordelt Belastning over alle Fag al være i god Overens­

stemmelse med de virkelige Forhold, saafremt Pladens Inertimoment 

kan regnes nogenlunde konstant uden for Kapitælerne.

For en Plade med Plint vil derimod paa Grund af Pladens Stivhed 

i Nærheden al Søjlerne en mindre Del af Totalmomentet optræde som  

positivt Moment og en større Del som negativt Moment. For den i Fig. 

81 viste Plade, hvor Inertimomentet 1 = 5I i Nærheden af Kapitælerne 

kan betragtes som en tilnærmet Middelværdi af Pladens og Kapitælets 

Inertimomenter paa Arealet 0,2 / • 0,2 /, er det positive Moment i Linie 4

% (0,0337 + 2 • 0,0291 + 2 • 0,0205) ql3 = 0,0266 qla.

Det positive Moment i en Plade med Plint er altsaa for Totalbelast- 

ning over alle Fag ca. 20 % mindre end i en Plade uden Plint. Ved 

Belastning i hvert andet Fag forøges de positive Momenter i de to Plader, 

og Størrelsen af denne Forøgelse vil være afhængig af Pladens Kon­

struktion og Søjlernes Stivhed.

1 Stedet for at fordele de positive og de negative bøjende Momenter 

i et bestemt Forhold, som foreslaaet af Normerne, kunde der derfor 

være Grund til ved Fastsættelsen af disse Momenters Størrelse al lage 

Hensyn til Nyttelastens Størrelse i Forhold til Egenvægten samt til 

Pladens Konstruktion og Søjlernes Stivhed.

For at de positive bøjende Momenter i Pladen ved Belastning i 

hvert andet Fag ikke skal blive betydeligt større end ved Belastning over 

alle Fag, og den angivne Momentbestemmelse herved blive for usikker, 

kræver de omtalte Normer, at Søjlerne dimensioneres med en vis Stiv­

hed og Styrke uden dog at angive noget bestemt Søjlemoment.*)

Hvilken Betydning Søjlernes Stivlied har ved forskellige Konstruk­

tioner fremgaar af de undersøgte Plader i § 19 og § 27.

Concrete Institute Committee forlanger, at Søjlerne ved kvadratiske Felter skal kunne 

optage Momentet 0,022 pl3, livor p er Nyttelasten.

15
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E n  U e n s a r t e t h e d  i B e t o n e n , s o m  k a n  h a v e  I n d f l y d e l s e  p a a  R e v n e -  

d a n n e l s e , h v o r v e d  T r æ k s p æ n d i n g e r n e  i  B e t o n e n  o p h æ v e s ,  v i l  f a a  m i n d r e  

B e t y d n i n g  v e d  P l a d e r  e n d  v e d  B j æ l k e r . I N o r m e r n e  l i a r  m a n  d e r f o r  

m e n t  d e t  f o r s v a r l i g t  a t  r e g n e  T o t a l m o m e n t e t  n o g e t  m i n d r e  e n d  A  ql (l —  3  c )  2 .  

D e t p o s i t i v e  M o m e n t  r e g n e s  n e m l i g  2 5  ql(l — zc)= o g  d e t  n e g a t i v e  M o ­

m e n t  1 5  ql(l —  3  c ) 2 . T o t a l m o m e n t e t  r e d u c e r e s  a l t s a a  m e d  F a k t o r e n

V e d  F o r d e l i n g e n  a f  d e  p o s i t i v e  M o m e n t e r i S n i t  GHIJ ( F i g .  9 9 )  

b e h a n d l e s  d e n  m i d t e r s t e  H a l v d e l  H-I f o r  s i g  o g  d e  t o  y d e r s t e  F j e r d e d e l e  

G-H o g  I-.J f o r  s i g ,  o g  N o r m e r n e  t i l l a d e r  h e r  e t  v i s t  S p i l l e r u m  f o r  F o r ­

d e l i n g e n .

D e t k r æ v e s , a t m i n d s t  2 5  %  o p t a g e s  p a a  S t r æ k n i n g e n  + 1  i N æ r -  

h e d e n  a f  F e l t e t s  M i d t e  ( S t r æ k n i n g  H-I). V e d  P l a d e r  u d e n  P l i n t s k a l  

d e r  m i n d s t  o p t a g e s  5 5  %  a f  d e t  p o s i t i v e  M o m e n t  p a a  d e n  ø v r i g e  S t r æ k ­

n i n g  ( S t r æ k n .  G-H + I-J), o g  v e d  P l a d e r  m e d  P l i n t m i n d s t  6 0  %  f o r  

B e s t e m m e l s e n  a f  J e r n i n d l æ g g e t  o g  m i n d s t 7 0  %  f o r  B e s t e m m e l s e n  a f  

d e n  n ø d v e n d i g e  P l a d e t y k k e l s e .

T i l B e s t e m m e l s e  a f  P l a d e t y k k e l s e n  s k u l d e  m a n  h e r e f t e r  f o r  e n  

P l a d e  m e d  P l i n t o g  m e d  K a p i t æ l d i a m e t e r  c  =  0 , 2 1  r e g n e  d e t  h ø j e n d e  

M o m e n t  p r .  L æ n g d e e n h e d

M - 0 , 7 5 1  ■ 0  7 0  • 1 q  -  —  c a  1  0720 25 13708: 273

h v i l k e t  m e d  e n  T r y k s p æ n d i n g  p a a  c a .  4 5  k g / e m  i  B e t o n e n  o g  e n  T r æ k ­

s p æ n d i n g  p a a  c a . 1 2 0 0  k g / c m 2  i J e r n e t  v i l d e  k r æ v e  o m t r e n t s a m m e  

P l a d e t y k k e l s e  s o m  B e s t e m m e l s e n  S i d e  2 2 3 .

F o r  d e n  i  F i g .  7 9  v i s t e  P l a d e  m e d  k o n s t a n t  T y k k e l s e  u d e n  f o r  K a p i ­

t æ l e r n e  e r  t o r  1  =  0  d e n  D e l a t  d e t  p o s i t i v e  M o m e n t , s o m  o p t r æ d e r  

p a a  d e n  m i d t e r s t e  S t r æ k n i n g  ^ /  i L i n i e  4 ,

2  -  0 , 0 2 4 2 4  4  •  0 , 0 3 4 3

0 , 0 4 4 7  +  2  0 , 0 3 4 3  2  • 0 , 0 2 4 2  0 , 4 0  ‘

F o r  e n  P l a d e  m e d  P l i n t  s o m  v i s t  i F i g .  8 1  e r  d e n  t i l s v a r e n d e  D e l  

a f  d e t  p o s i t i v e  M o m e n t  f o r  u  =  0

2  •  0 , 0 2 0 5  +  3  •  0 , 0 2 9 1

0 , 0 3 3 7  +  2  • 0 , 0 2 9 1  +  2  • 0 , 0 2 0 5  -  0 , 4 2

b o r u d s æ t t e s  M  —  0 , 2 ,  b l i v e r  d e t  b ø j e n d e  M o m e n t  p a a  d e n  m i d t e r s t e  

H a l v d e l f o r  b e g g e  P l a d e r  o m t r e n t  l i g e  s a a  s t o r t  s o m  d e t  h ø j e n d e  M o ­

m e n t  p a a  d e  t o  y d e r s t e  F j e r d e d e l e . V e d  e n  k v a d r a t i s k  P l a d e  m e d  

A r m e r i n g e n  i f i r e  R e t n i n g e r  o g  s a m m e  A r m e r i n g  i h v e r  a f  d e  l i r e  S t r i -  

l ) e r v i l m a n  t a a  o m t r e n t  s a m m e  J e r n s p æ n d i n g  m i d t  i F e l t e t  o g  m i d t



229 § 29.

imellem Søjlerne. Forøvrigt vil Pladens Inertimoment være afhængigt 
af Jernindlæggets Størrelse, og Variationen af Inertimomentet vil have 

Indflydelse paa Fordelingen af de bøjende Momenter, saaledes at de 
største bøjende Momenter vil optræde der, hvor Jernindlægget er størst. 

Det kunde derfor synes heldigt, om Normerne havde givet mere Frihed 
til Fordelingen af Jernindlægget, og navnlig vilde det være ønskeligt, om 

den Del af det positive Moment, som forlanges optaget i de to yderste 
Fjerdedele al Snittet, ikke havde været saa stort som angivet.

Af det negative Moment skal der ifølge Normerne mindst optages 
20 %/ paa Strækningen C-D (Fig. 99) og mindst 65 0/0 i de to Snit 
A li C og DEF i Plade uden Plint og mindst 80 % i Plade med Plint.

Ved Systemer med Jernindlæg i to Retninger kan Bestemmelsen 
om, at 20 °/0 af de negative Momenter skal optages paa Strækningen 
C-I), efterkommes ved at bøje en Del af Jernindlægget op i Pladens 
Overside paa denne Strækning. Ved Systemer med Jernindlæg i lire 
Retninger kan Bestemmelsen ligeledes uden Indlæg af ekstra Jern i 

Pladens Overside paa Strækningen C-I) overholdes ved at gøre de dia­
gonale Striber tilstrækkelig brede, saaledes at de yderste Jern i disse 

Striber ligger i en saa stor Afstand fra Søjlerne, at de kan bøjes op i 

Pladens Overside paa Strækningen C-D. Forøvrigt kan Bestemmelsen 
om, at der skal optages mindst 20 % af det negative Moment paa 
Strækningen C-D ikke anses for at være absolut nødvendig af Hensyn 
til Pladens Styrke. I en Plade, hvor der ikke kan optages negative 

bøjende Momenter paa Strækningen C-D, vil det bøjende Moment i 
Nærheden al Feltets Midte forøges, som det ses al Momenterne for den 

i Mg. 82 viste Plade i Sammenligning med Pladen i Fig. 77; men naar 

Pladen konstrueres stærli nok til at optage disse forøgede Momenter, 
vil Konstruktionens Sikkerhed mod Brud ikke herved forringes.

For Yderfag forlanger Normerne, at Koefficienterne for Beregning 
baade al de negative Momenter over den 1ste Søjlerække og af de 

positive Momenter midt imellem Ydervæggen og den Iste Søjlerække 
forhøjes med 20 %.

Ved den i Fig. 94 viste Plade, bestaaende af to Yderfag, fandtes 
det negative Moment over Søjlerækken for Belastning over begge Fag 

gennemsnitlig ca. 30 % større end ved den i Fig. 92 viste Plade, som 

bestaar af Mellemfag. Naar Pladen har mere end to Fag, vil de nega­

tive Momenter over den første Søjlerække blive mindre end i Pladen 

med to Fag, saaledes at en Forøgelse af 20 % til det negative Moment 
ved Mellemfag maa anses for passende.

Saafremt Væggen ikke kan optage bøjende Momenter, vil det posi- 
tive Moment midt imellem Væggen og 1ste Søjlerække for en ensformig 
lordelt Belastning over alle Fag gennemsnitlig være ca. 60 % større 

end det tilsvarende Moment i et Mellemfag. Naar derimod kun det 

ene Fag belastes (Fig. 95) bliver de positive bøjende Momenter gennem­
snitlig kun ca. 17 ”/o større end de tilsvarende Momenter i et Mellemfag 

(Fig. 93). Naar Nyttelasten ikke er lille i Forhold til Egenvægten, og
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231 § 29.

naar Søjlerne i Y dervæ ggen liar en passende Stivhed, m aa den angivne  

Forøgelse af 20 %  til det positive M om ent ved M ellem fag derfor ogsaa  

antages at give en rim elig V æ rdi af det bøjende M om ent i Y derfaget i 

Forhold til M om entet i M ellem faget.

For at kunne bestem m e Størrelsen af de bøjende M om enter i el 

vilkaarligt m ed y-A ksen parallelt Snit (Fig. 99) anbefaler N orm erne at 

forudsæ tte M om enterne Mx varierende saaledes, al de for Plader uden  

Plinl bliver N ul i en Fem tedel af A fstanden m ellem de to Snit, i hvilke  

de største negative M om enter regnes at optræ de, og for Plader m ed  

Plint i en Fjerdedel af A fstanden. For den i Fig. 99 viste Plade skulde  

M om entnulpunkterne herefter ligge i A fstanden j I fra  C og D og - (I —  c) 

Ira A og F. For den i Fig. 79 viste Plade uden Plint ses det im idlertid, 

at M om entnulpunkterne ikke afviger m eget fra at væ re beliggende i en  

ret Linie, og for den i Fig. 81 viste Plade m ed Plint er det sam m e 

Tilfældet. D en i N orm erne angivne B estem m else af M om enterne i el 

vilkaarligt Snit vil derfor ikke give sæ rlig gode R esultater.

Skønt de af Joint C om m ittee opstillede N orm er reducerer de bøjende 

M om enter m ed Faktoren 0,85, kræ ver disse N orm er noget større D im en ­

sioner end de øvrige alm indeligste am erikanske N orm er, hvilket frem - 

gaar al Tabellen*) Side 230, hvori de angivne Snit henviser til Fig. 99. 

D en i Tabellen opførte K oefficient k indgaar i U dtrykket for Total- 

m om entet

M , =  kql (I— zc)2 •

V ed C hicago R uling er M om entkoefficienten k =  0,087 for Plader 

m ed Jernindlæg i lire R etninger og k =  0,093 for Plader m ed Jern­

indlæ g i to R etninger, m edens m an ved de øvrige N orm er regner 

m ed sam m e M om ent i begge Tilfæ lde. D a m an ved A rm ering i lire  

R etninger lellere opnaar at faa Jernindlægget vilkelret paa de Snil, 

i hvilke H ovedm om enterne optræ der, vil m an faa en stivere Plade, 

naar Jernindlæ gget i lire R etninger dim ensioneres efter sam m e M om ent 

som Jernindlægget i to R etninger. Sikkerheden m od B rud vil sandsyn- 

ligvis ogsaa herved forhøjes, idet H ovedm om enterne paa en Stræ kning  

langs en D iagonal optræ der som positive M om enter i Snit vinkelrette paa  

D iagonalen og negative M om enter i Snil parallelle m ed D iagonalen  (Fig. 8), 

hvorfor der paa denne Stræ kning i H enhold til § 18 kræ ves Jernindlæ g  

parallelt m ed Siderne i begge R etninger baade foroven og forneden, ialt 

lire Fi, for al opnaa sam m e Styrke, som faas m ed et enkelt Jernindlæ g  

parallelt m ed D iagonalen forneden og et enkelt Jernindlæg vinkelret 

paa D iagonalen foroven, eller tilsam m en to Ft. D et kan derfor synes 

berettiget i O verensstem m else m ed C hicago R uling at regne M om ent- 

koefficienten /,■ lidt m indre for Plader m ed Jernindlæg i fire R etninger  

end for Plader m ed Jernindlæ g i lo R etninger.

*) For de fire første N orm ers V edkom m ende er Tabellen angivet i Engineering Record. 

1917, N r. 10. D en sidste anbefales af Taylor and Thom pson, Concrete Plain and 

Reinforced, N ew Y ork and London, 1916, Side 547.
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