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Sonder- Abdruck aus der Zeitschrift fiir Architektur und Ingenieurwesen, Jahrg. 1909, Heft 4.

Graphische Behandlung von Bogentriagern iiber mehreren Oeffnungen und
mit (in wagerechter Richtung) elastisch nachgiebigen Unterstiitzungen.

Von A. Ostenfeld, Professor an der Technischen Hochschule zu Kopenhagen.

Im folgenden sollen die in Abb. 1a—c schematisch dar

gestellten drei verschiedenen Bogentriiger untersucht
werden. Fiir alle drei Trigerformen gemeinschaftlich ist,
dafy die Zahl der Oeffnungen beliebig ist, und daf die
Zwischenstiitzen von Siulen oder dergleichen gebildet
werden, welche unten (im Fundament) eingespannt sind.
Am obern Ende einer Siule greift dann — aufier dem
lotrechten Druck — noch eine wagerechte Kraft an, gleich
dem Unterschied zwischen den Horizontalschiiben der beiden
angrenzenden Bigen, und die Grofie dieser Horizontal-
schiibe wird daher zum Teil von dem elastischen Wider-
stand der Sdulen gegen Ausbiegung bestimmt. Falls die
Siule oben mit dem Triger starr verbunden ist, wird
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aufierdem noch von einem elastischen Widerstand gegen
Drehung die Rede sein. Dagegen soll die elastische Nach-
giebigkeit der Siulen in lotrechter Richtung, welche im
Verhiltnis zu den iibrigen Forminderungen von verschwin-
dender Bedeutung ist, vernachlissigt werden.

Der Triger in Abb. 1a besteht aus einer Reihe ein-
facher Bigen, die sowohl unter sich wie mit den Siulen
und Endpfeilern nur durch Gelenke verbunden sind; es
sind nur die Horizontalschiibe als iiberzihlig vorhanden.
Beim Triiger in Abb. 1b sind die Bogen durchgehend,
withrend ihre Verbindung mit den Siulen noch mittels
Gelenke bewerkstelligt ist; auBer den Horizontalschiiben
miissen hier noch die Stiitzenmomente als iiberzihlig ein-
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gefilhrt werden. Endlich sind in Abb. 1c siimtliche
Gelenke fortgelassen und so die Siiulen und Triiger mit-
einander starr verbunden. Wegen des Widerstandes der
Siiulen gegen Drehung werden hier die Schnittmomente
unmittelbar rechts und links der Zwischenstiitzen ver-
schieden, und es sind daher auBier den Horizontalschiiben
zwei Kriiftepaare an jeder Zwischenstiitze und im Falle
einer starren Verbindung an den Endpfeilern hier noch je
eine solche als iiberziihlig einzufiihren.

Diese Bogentriiger mit elastischen Pfeilern sind frither
von Engesser (Zeitschr. f. Bauwesen, 1901, 8. 311)
rechnerisch, und speziell der Triger in Abb. 1c¢ von
Modesto Panetti (Reale Accademia delle Science di
Torino, 1902) graphisch mit Hilfe der Culmann-Ritterschen
Elastizititsellipse behandelt worden.

An und fiir sich begegnet man keiner prinzipiellen
Schwierigkeit bei der Berechnung dieser Trigerformen;
die nitigen Elastizititsgleichungen kionnen nach dem ge-
wohnlichen Verfahren aufgestellt werden. Wenn indessen
die Zahl der Oeffnungen nicht ganz gering ist, bekommt
man so viele iiberziihligen Grofien, dafi die Ausfiihrung
der Berechnung sehr schwierig wird, und es erscheint
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daher nicht unbegriindet, in ihnlicher Weise wie fiir kon-
tinuierliche Balken eine graphische Auflgsung der Elastizitiits-
gleichungen zu versuchen; wie sich zeigen wird, kann eine
soleche Losung durchgefilhrt werden entweder ausschlief-
lich mittels derselben oder wenigstens mittels ganz dhn-
licher Konstruktionen, wie der in meinen frithern beiden
Arbeiten iiber kontinuierliche Balken (Z. 1905, Heft 1, und
1908, Heft 1) angewandten. Ueberhaupt sind diese
graphischen Konstruktionen nur als graphische Lisungen
der betreffenden Gleichungen aufzufassen, und sie kinnen
daher bei Behandlung ganz andrer Aufgaben wie der-
jenigen, fiir welche sie urspriinglich angegeben wurden,
angewandt werden, wenn nur die Gleichungen dieselbe
Form besitzen.

I. Der Bogentriiger in Abb. la.

Hier sollen also alle Horizontalschiibe als iiberzihlig
eingefiilhrt werden, wodurch das in Abb. 2 gezeigte Haupt-
system erhalten wird. Der Horizontalschub im #t" Felde
— zwischen der (r —1)t" und der rten Siule — wird
H, genannt; in der Figur sind die Krifte H fir die
Bogen und fiir die Siulen etwas verschoben gezeichnet,
natiirlich sollen sie aber als in derselben Linie wirkend

aufgefait werden. — Die Belastung H, — — 1 ist in
Abb. 3 gezeigt; nur der »* Bogen und die Sdulen (r —1)
und » sind dadurch beansprucht; die Biegungslinie mit
den Ordinaten 3,,, welche in bekannter Weise bestimmt
werden konnen, ist unten in der Abbildung gezeigt.

Die Elastizitiitsgleichungen haben die gewdhnliche Form:

1 O BPLE. — By —8.0, .. 0
——}Irﬂar_;,r—Hr?’r,r_'Hr+15r+1,r $iovs + 8rt_i" aru’
Hierin bedeutet 3, , die Verschiebung des »Angriffspunktes®

von H, in der Richtung H, — —1 infolge von der Be-
lastung H,— — 1; mit den Bezeichnungen:
A" — die gegenseitige Verschiebung der Punkte @, _,
@, in Abb. 3 voneinander weg, welche von
der Belastung H, = — 1 hervorgerufen wird,
und
k, . k,....die wagerechten Ausbiegungen der obern

Siulenenden, die von einer wagerechten Kraft 1,
im obern freien Endpunkt der unten ein-
gespannten Siule angreifend, bewirkt werden,
hat man:
2) 8, = k,_,+ A} + k,.
Die Verschiebung 3,, des ,Angriffspunktes von H,,
welche von der Belastung H, — — 1 bewirkt wird, lifit
sich in dhnlicher Weise als eine Summe von drei Gliedern
ausdriicken, wovon das eine vom Bogen, die beiden andern
von den Siulen herriihren; da indessen, wie gesagt, von
allen Bogen nur der »¢ und von allen Siulen nur Nr. (r—1)

und » von der Belastung H, — — 1 beansprucht werden,
muf sein:
3) . 81-71,1’: _kr—n

WS ey

und die Gleichung (1) vereinfacht sich daher zu:
4) —H, k,_ +H, (k,.,+A+Fk)—H,,F,
o EP1116115,1'+ 81‘,l+ Bl',u‘

Diese Gleichung hat genau dieselbe Form wie die
gewohnliche Clapeyronsche Gleichung fiir einen durch-
gehenden Balken mit festen Stiitzpunkten, und mithin
mufy es moglich sein, die unbekannten H hier mittels der
bekannten, fiir den genannten durchgehenden Balken
giiltigen, graphischen Konstruktion zu bestimmenn (Z. 1905,
Heft 1). — Der Vollstindigkeit halber sei bemerkt, daf
die Stiitzpunkte der Bogen natiirlich gar nicht in derselben
Wagerechten zu liegen brauchen, wie anscheinend in
Abb, 2 -3 vorausgesetzt. Mit einer willkiirlichen Hohen-
lage (Abb. 4) lost man wie gewdhnlich die Stiitzendriicke
des Bogens nach der lotrechten und nach der Verbindungs-
geraden @,_, a, auf und filhrt die wagerechte Seitenkraft
des letztgenannten Reaktionskomponenten als die iiber-
zihlige ein; die Momente fiir die Belastung H, — — 1
werden dann als die lotrechten Ordinaten zwischen Bogen
und Sehne gemessen, und hiermit wird die Biegungslinie
9,,, wie frither bestimmt.

Gleichung 4) hat, wie gesagt, die allgemeine Form:
5) o H,_+bH+c¢H,, =K,
und die graphische Losung eines Systems solcher
Gleichungen ist bekannt. Wenn die unbekannten H
Stiitzenmomente fiir einen durchgehenden Balken bedeuten,
denkt man sich dieselben als Ordinaten in den Stiitz
punkten abgetragen, zieht die Verbindungsgeraden der

mr
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Endpunkte dieser Ordinaten und erhiilt somit einen Schluf-
linienzug mit solchen Kigenschaften (die aufeinander-
folgenden Seiten sind zusammengehorige Linien einer ge-
gebenen Homologie), dafi derselbe konstruiert werden
kann. — Das Verfahren ist kurz das folgende (Abb. 5,
WO ....@, ,a,,,,.... der gesuchte Schlublinienzug ist).
Man teilt den Koeffizienten b, in zwei willkiirliche Teile
b, und b, betrachtet a,, b,, b, und ¢, als lotrechte Kriifte,
die in den Stitzpunkten 4, ,, 4, A, und A4, angreifen,
und bestimmt den Angriffspunkt U, fiir den Resultanten
von @, und b, ebenso den Angriffspunkt U, fiir den
Resultanten von &) und ¢, und endlich den Angriffspunkt
0! fiir den Resultanten @, + b, + b, + ¢, von allen vier
Kriften. In dieser Weise ergibt sich:

a

: : 7 A Wi, o
8 AU =—tple AU = gt by
A4 0" = f"rlrﬂ aky arly;
B a,+b,+ ¢’

wo die Abstiinde alle positiv nach rechts gerechnet warden.
Die Vertikalen in den U-Punkten schneiden dann den
SchluBlinienzug in 7', und 7", (siehe Abb. 5), und endlich
schneidet die Verbindungsgerade 7', 1", auf der O-Vertikalen
die bekannte Strecke

. K
7 00, = -  Saum AL
! s a,+ b, + e,
Abb.o . ek 4
., T o
LTIy A 7
Abbb.

ab. Hieraus folgt, wie genannt, daf die aufeinander
folgenden Seiten @, ,a, und a,a,,, zusammengehorige
Linien in einer Homologie sind, welche bestimmt ist durch
0, als Homologiezentrum, A,a, als Achse und die U-Ver-
tikalen als ein Paar homologer Linien. Indem nun die
erste Seite des Schlufilinienzuges einen gegebenen Punkt
(den ersten Stiitzpunkt) enthilt, mufl die zweite Seite durch
den diesem entsprechenden Punkt gehen usw., und endlich
mufi die letzte Seite aufier einem in dieser Weise kon-
struierten Punkte noch einen gegebenen Punkt (den letzten
Stiitzpunkt) enthalten und kann also gezeichnet werden,
wonach das ganze Polygon ohne weiteres riickwirts ge-
zogen werden kann. — Beim praktischen Gebrauch wird
die Konstruktion bekanntlich so geteilt, daf man zuerst
mit Hilfe der festliegenden U- und O-Vertikalen eine Reihe
ebenso von der Belastung unabhiingiger J-Vertikalen (der
ersten Stiitzenvertikalen entsprechend) herleitet und dann
erst die spezielle Belastung (beim Auftragen der Strecken
0°0,) einfiihrt.

Wenn jetzt diese Konstruktion zur Lisung der
Gleichungen 4) angewandt werden soll, muf man sich
wie oben die gesuchten Grofien als Ordinaten aufgetragen
denken (Abb.6, 4,a, — H,, A,a, = H,....) in einer
Reihe von Punkten 4,, A4,...., deren Abstinde 4,4,
A, A, ...an und fiir sich beliebig gew#hlt werden kinnen.
Denkt man sich die GroBen H als Stiitzenmomente eines
durchgehenden Balkens, mufi dieser Balken ebenso viele

Zwischenstiitzpunkte haben, wie der Bogentriger Oeffnungen
hat, und iiberdies eine Endstiitze (4, und 4,,,) an jedem
Ende. In Abb. 6 ist der Bogentriger oben angedeutet,
der gedachte kontinuierliche Balken unten, und die Anord-
nung in der Figur ist so getroffen, dafi man leicht sieht,
zu welcher Oefinung des Bogentriigers ein unten in der
Abbildung aufgetragenes H gehort. Die Konstruktion
gestaltet sich am einfachsten, wenn die Feldweiten des
gedachten kontinuierlichen Balkens gleich grof gewiihlt
werden, A A — A A,— A,4,.... =— X, was daher
im folgenden iiberall vorausgesetzt wurde. Dann findet
sich nach 6):

8) 40— k, ‘AT—L L (positiv nach rechts).

Die Lage der U-Vertikalen wird verschieden, je nachdem
man die Teilung des Koeffizienten b, = b, - b} in der
einen oder der andern Weise vornimmt; recht einfache
Verhiltnisse ergeben sich, wenn gesetzt wird:

o il Ty k"-l h 07 bt iille kr' h
PSR k,._','+ k, A b b ko .+ k, 8%
wodurch niimlich (nach 6):

9) X 4 o +k——""‘ * iy b 4,0

die beiden zu A, gehorigen U-Punkte liegen hiernach
gleich weit zu jeder Seite von A, entfernt; man mufy
indessen besonders bemerken, daf im Gegensatz zu den
Verhiltnissen bei einem durchgehenden Balken U, rechts,
U” links von A, zu liegen kommt, wihrend natiir-
lich in der Homologie U, immerhin mit der Polygonseite
a,_,a, und U7 mit «,a,,, zusammenhirt. — Bei einiger-
maBen flachen Bogen und hohen Siulen®) werden die
Grofien & grof im Verhiltnis zu A", und die durch 9)
bestimmten U-Punkte liegen dann unbequem weit entfernt.
In diesem Falle (und auch sonst oft) setzt man mehr

praktisch:
entweder DE = 1l b, = A, k.,
9a) | wodurch) 4,U, = o, A4,U, = —% %
oder b, = k,_,+ A}, b=l

9b) l wodurch A .U, = +-%?;,-’-- P B DS

daB ein U-Punkt sich so ins Unendliche fernt, macht
nimlich keine Schwierigkeiten hier, wo man nur die
U-Vertikalen, nicht aber die darin liegenden charakte-
ristischen Punkte (siehe Z. 1905, Heft 1) bei der Kon-
struktion braucht.

Endlich bekommt man nach 7):
10) 010, = i BPyd,, + 8, + 3,3
das erste Glied (2P,3,,) ermittelt man mit Hilfe der
Biegungslinie (Abb. 3) oder, wenn es sich um eine einzelne
gegebene Belastung dreht, vielleicht schneller durch:

2P,5 :; MEI}Q ds +f Nole' do;

Cmmr _Eb‘
die Grofen 3,, und 3,, setzen sich, ebenso wie oben
(Gleichung 2) fiir 3, , gezeigt, aus drei Gliedern zusammen
und konnen dadurch in jedem einzelnen Falle leicht ermittelt
werden.

Die Ausfilhrung der Konstruktion ist jetzt in Abb. 7
gezeigt. Die Punkte A, A,, 4, ... sind in konstantem
Abstand . voneinander gewihlt, etwa gleich der mittlern
Oeffnungsweite, die O-Vertikalen werden nach 8), die

*) Allzuweit in dieser Richtung darf natiirlich nicht ge-
gangen werden, ohne die Aenderung der Spannweite und der
Pfeilhhe zu beriicksichtigen (siehe die obengenannte Arbeit
Engessers).

2
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U-Vertikalen sind hier nach 9) eingelegt. Zuerst werden
dann die J°-Punkte konstruiert; eine beliebige Gerade
A,a, schneidet die U,-Vertikale in +,, und mit dem
Homologlezentrum in 0" findet man den zu u,homologen
Punkt o/ durch die Gerade 004 ; die zu 4 a homologe
Linie ist dann a,u, und schneidet die Achse in Jg; durch

Wiederholung dieser Konstruktion, mit einer beliebigen

Geraden durch J) beginnend, findet man J) usw. —:

Nachdem jetzt die O-Ordinaten nach 10) aufgetragen sind,
zieht man die Gerade 4,0,, welche die J,-Vertikale im
Punkte .J, der zweiten Seite schneidet, weiter fihrt .J,0,
zum Punkte J, der dritten Seite usw., und wenn endlich
der J-Punkt del letzten (in Abb. 7: der vierten) Seite
gefunden ist, ist diese letzte Seite bestimmt, indem sie
auch A4, (4,) enthalten muf, und das ganze Polygon
kann dann riickwiirts gezeichnet werden.

In Abb. 8 ist die Konstruktion der .J-Vertikalen mit
Hilfe der durch 9b) gegebenen U-Punkte (AU" = )
gezeigt. Man hat hier nur die zu A a, homologe Linie
zu OV, parallel zu ziehen, sonst ist alles unveriindert
wie in Abb. 7.

Hiermit ist die Aufgabe fiir den in Abb. 1a gezeigten
Triger gelost; doch mogen hier noch einige Bemerkungen
iiber die Anwendung der Konstruktion zur Be-
stimmung von EinfluBlinien Platz finden. Diese
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Bemerkungen gelten auch fiir die im folgenden behandelten
Triger sowie fiir die verschiedenen Formen von durch-
gehenden Balken und iiberhaupt immer, wo diese graphische
Auflosung der Elastizitiitsgleichungen in Anwendung ge-
bracht wird.

1. Man kann die einzelnen EinfluBordinaten unmittelbar
bestimmen, indem man als einzige Belastung eine
Kraft 1 nach und nach in verschiedenen Punkten
anbringt und die entsprechenden Schlufilinienziige
konstruiert; einer dieser SchluBlinienziige liefert eine
Ordinate jeder EinfluBlinie.

Durch Auflésung der Elastizititsgleichungen erhilt
man bekanntlich die Gleichungen der EinfluBilinien in

|34
.

der Form:
I}I m|+/0mo+ ,,,,+....,
]1[ _—Pl m|+pz mr'{’ P,am,‘{‘....;
hier sind die Durchbiegungen &, ,, 6,,,....5,

bekannt oder kinnen leicht ermittelt welden, die
Grofen a....p.. .sind unveriinderliche, die nur von
den Koefﬁzienten der unbekannten in den Gleichungen 4)
abhiingen, und diese Grofen konnen mittels der
Konstruktion hier bestimmt werden. Setzt man nim-
lich in 11) 3, ,\ = 1, 3, , = 8, =....8,, =0,
sind die OPunkte durch’ 7) gegeben, und wenn der
diesen O-Punkten entsprechende SchluBilinienzug kon-
struiert wird, hat man die gefundenen Grifen H:

H—a,,H_B,,.. H*‘Pl

Nachdem man durch Wiederholung dieses Verfahrens
alle die Unverinderlichen in 11) ermittelt hat, ist es
eine rein mechanische Arbeit, die: EinfluBlinien durch
Summation nach 11) zu bilden.

3. Endlich kann man ein statisch unbestimmtes Haupt-
system benutzen und vorldufig nur z. B. H, als iiber-
zihlig einfiilhren. Die Gleichung der I -Linie ist

dann bekanntlich H, — —?—'3'--', wo jetzt d,, und 3,,

dem statisch unbestimmten Hauptsystem entsprechen.
Man setzt H, =— — 1 und bestimmt die dadurch
hervorgebrachten Werte der iibrigen Horizontalschiibe,
indem man die graphische Konstruktion hier auf jeden
der beiden voneinander unabhingigen - Bogentriger
anwendet, von welchen das statisch unbestimmte
Hauptsystem besteht. Wenn alle diese H-Grofien
bekannt sind, kionnen die Biegungslinie 3, , und die
Verschiebung 3, ., bestimmt werden. Dies letatere
Verfahren pafit doch augenscheinlich weniger gut zu
der iibrigen Konstruktion und darf kaum vorgezogen
werden, es sei denn, daff man nur eine einzige der
H-Linien braucht.

II. Der Bogentriger in Abb. 1b.
Aufzer den Horizontalschiiben sollen hier also die
Stiitzenmomente als iiberzihlig eingefiihrt werden, und das

1”////. :’/.
8 ™ - Abb. 1

Hauptsystem (Abb. 9) wird dann dasselbe wie in der

vorigen Untersuchung. Die Horizontalschilbe werden wie
oben mit H,, H,.... bezeichnet, die Stiitzenmomente wie
in Abb. 9 angegeben mit X, X, X,....

Die Belastung H, — — 1 ist in Abb. 10 gezeigt;
nur der st Bogen und die Siulen (r— 1) und » sind
dadurch beansprucht Die Biegungslinie 4, , ist dieselbe
wie bei der vorigen Aufgabe, ebenso die Grifien o T TOPTRN
welche daher durch 2) und 3) gegeben sind ; letztere Groﬁen
sind also alle Null aufier 3,  , 3,, und 8,410 Die
Glieder der H, entsprechenden Flastlzltatsglelchung, welche
die GroBen H enthalten, sind dann genau dieselben wie
in Gleichung 4). — Die Koeffizienten der Grofien X in
derselben Elastizititsgleichung bedeuten die von der Be-
lastung H, =— — 1 bewirkten gegenseitigen Drehungen
der Tangentenpaare (von den Tangenten in den Bogen-
stiitzpunkten gebildet), auf welche die Momente X wirken.
Da, wie gesagt, nur der »'® Bogen von /H, — — 1 be-
ansprucht wird, sind die Koeffizienten von X,  und X,
die einzigen, die nicht Null werden.

Um diese Drehungen (und ebenso die Koeffizienten
der Ueberzihligen in der X, entsprechenden Elastizitits-
gleichung) in einfacher Weise ausdriicken zu konnen,
wollen wir gleich einige Bezeichnungen einfiihren (Abb. 11).
Fiir den " Bogen soll die Verlingerung der Sehne (r — 1) —r
(doch immer in wagerechter Richtung) durch A, bezeichnet
werden, und speziell sollen die Bezeichnungen A%, A, oder
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A’ gebraucht werden, je nachdem die Verlﬁngemng durch
dle Belastung H, — — 1, durch ein Moment 1 im rechten
Endpunkt des Bogens angrelfend oder durch ein Moment 1
im linken Endpunkt bewirkt wird. Ebenso fiir den »tn Bogen
soll die absolute Drehung der Tangente im Stﬁtzpunkte
(r — 1) durech 8, , und die Drehung der Tangente im
Stiitzpunkte » durch o, bezeichnet werden (3 bedeutet also
immer eine Drehung am linken, o am rechten Ende eines
Bogens), und die Ursache der Drehung soll in derselben
Welse wie oben angegeben werden, somlt bezeichnen [:'t
und o) die von H, = — 1, f§,_, und o, die vom Moment 1
am rechten Ende, und '3,_, und o die vom Momente 1
am linken Ende hervorgerufenen Drehungen Diese Be-
zeichnungen sollen auch bei Behandlung der Triger in
Abb. 1c benutzt werden, und fallen dort vielleicht etwas
natiirlicher, indem der Ursprung des einzelnen oder
doppelten obern Striches (z', 2”....) unmittelbar ein-
leuchtet als der Belastung X' — —1 oder X' — — 1
entsprechend; die Bezeichnungen X, und X werden niim-
lich dort fiir die Schnittmomente unmittelbar links und
rechts der r%n Stiitze gebraucht. — Die positive Richtung
simtlicher Verschiebungen ist wie gewdhnlich durch die
Richtung der Belastung H — — 1 oder X — — 1 gegeben,
welcher sie entsprechen. Infolge von der bekannten Gegen-
seitigkeit ist 1-A, — 1.4} und 1.47 = 1.8}_,.

Indem jetzt die Belastung H, — — 1 nur den
rten Bogen beansprucht, wird die 1elat1ve Drehung des
Tangentenpaares an der (r — 1)tem Unterstiitzung gleich der
absoluten Drehung (7 , der Tangente rechts dieser Unter-

/l/;/» 7

stiitzung, und ebenso wird die relative Drehung an der
rtn Unterstilttzung gleich der absoluten Drehung der
Tangente links der sten Stiitze. Die F, entsprechende
Elastizititsgleichung lautet daher, indem der obere Index /
auch den Grifen 3, ., 3,, und 3, , hinzugefﬁgt wird:
12) Hr 1kr 1 . Hr( ” xh* Ah+k) I+l by
5{_ Xl Hg’r" 1 ‘Yrac‘- = \Pul‘,;x Ry + 6?(—*— “l:‘ u*
Durch die Belastung X, — — 1, die in Abb. 12
gezeigt ist, werden nur der )“’ und der (r 4+ 1)t Bogen,
und die Saulen gar nicht, beansprucht. Die entsprechende
Elastizititsgleichung kann dann sofort aufgeschrieben
werden und lautet (mittels der eingefiihrten Bezeichnungen):

XoaBooy + X000 + B + X0y, + HA,
13) _l‘ r+1 r+l'__"‘Pm m,r + —Pm m,r
+ 01',! + ar,t + 0: U + O: S

a’

Die Bedeutung der Grofien &), . und &, . als Durch-
biegungen im Felde links und rechts der »tn Stiitze geht
aus Abb. 12 hervor; &,, und &, , bezeichnen die von einer
Temperaturiinderung hervorgerufenen absoluten Drehungen
der Tangenten (lm Hauptsystem) links und rechts der
rten Sttitzen, und &, , und &, , haben analoge Bedeutungen.

Von Elastizititsgleichungen der Form 12) hat man
eine fiir jede Oeffnung und von Gleichungen der Form 13)
eine fiir jede Zwischenstiitze. Wenn die von lauter be-
kannten Gliedern bestehenden Ausdriicke der rechten Seiten
mit K, und L, bezeichnet werden, kinnen die Gleichungen
geschrieben werden:
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120) [ — Ho- ik, 1+H (kyy + 87 + k) — H,, [k,
‘ = K, — X: ”9’,‘ 1 Xralyly
] \,' ”’ |+X7('/"‘ —*‘p )+XI+|qlrl
13a) { = L, — H, A, —H,, A%,

und wir sollen jetzt zeigen, wie man zu einer graphischen
Bestimmung aller unbekannten /7 und X hierin gelangen
kann.

In Abb. 13 sind die unbekannten X als Ordinaten
Bl = X B 5.0 4 abgetragen, so daf die
Bestimmung der )i-(’irtiﬁen mit der Zeichnung des Schluf-
linienzuges b,b,b,. ... glelchbedeutend ist, und unten in
derselben Abblldung Bk AR = By A gu==i i
so daB die H-Werte durch den Schluﬁhmenzug a,a,a,
bestimmt sind. Ialls die rechten Seiten der Glelchungen 12 a)
und 13a) nur bekannte Glieder enthalten hiitten, wiiren
die beiden Schlufilinienziige voneinander unabhiingig und
konnten jeder fiir sich durch die einfache Konstruktion
bestimmt werden, die fiir kontinuierliche Balken auf feste
Stiitzen gilt, und die oben fiir den Bogentriger in Abb. 1a
angewandt wurde; die linke Seite in 12a) ist wortlich die-
selbe wie in 4) oben, und die linke Seite in 13a) dieselbe
wie in den Gleichungen fiir einen gewohnlichen durch-
gehenden Balken.

Da nun die rechten Seiten der Gleichungen hier auch
einige unbekannten Grifien enthalten, wird die graphische
Konstruktion nicht dermafen einfach, was sich namentlich
dadurch zeigt, daB die beiden Schlufilinienziige voneinander

A
7]

abhiingig werden; nichtsdestoweniger kann man doch bei
derselben Konstruktion prinzipiell festhalten. Durch die
rechten Seiten der Gleichungen sind niimlich nur die
Ordinaten der O-Punkte (sieche Gleichung 7) bestimmt
und diese konnen also hier nicht als im voraus gegeben
betrachtet werden:; aber alle iibrigen Glieder der Kon-
struktion, und namentlich die Lage der U- und O-Vertikalen,
hingen nur von den Koeffizienten der linken Seiten ab.
Fiir beide Schlufilinienztige hat man daher dieselbe geo-
metrische Abhiingigkeit zwischen den aufeinander folgenden
Seiten wie frither, nur sind die O-Ordinaten hier nicht
bekannt, selbst wenn die Belastung gegeben ist.

Fiir das X-Polygon legt man die U- und O-Vertikalen
ein mittels der folgenden von 6) abgeleiteten Ausdriicke:

s Bres ’:+:
l * e 3'1, ¢ T alr b B’.U'. W 4 Bl 'Iﬂ “I»H lr+|
lB 00 —_— al+|lrr| vﬂ'] Ill .
T B+ B+ o,
fir das H-Polygon hat man hierzu die oben angegebenen
Abstinde 8) und 9)— 9b).

Die Ordinaten der O-Punkte konnen in zwei Teile
010, = 0P, + P,0, geteilt werden. Durch Anwendung
von 7) auf 12a) und 13a) ergibt sich:
fir das H-Polygon:

I O P I‘f,‘, J el {

14)

A, ”i, gu T X a"
A/l

9%
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[ fiir das X-Polygon:
16) I 0°P. — ZEoN - f I HA, +H,,,4,,,

i il ({Jr’ s 'J{r
indem §,_, + o, + B, + %, der Kiirze halber gleich ¢,
gesetzt wurde. Die P-Punkte sind nur von gegebenen
Grofen abhingig und kénnen also sofort eingelegt werden;
dagegen sind die Strecken P, 0, im H-Polygone von den
unbekannten X, im X-Polygone von den unbekannten FH
abhiingig.

In der folgenden Konstruktion hat man nitig, in ein-
facher Weise die Strecken PO bestimmen zu kionnen, wenn
die - und X-Polygone bekannt sind, und diese Bestim-
mung sollte gern rein mechanisch ausgefiihrt werden kionnen,
ohne Ablesung auf einem Mafistabe. Am einfachsten ist
es wohl, um die durch 15) gegebene Strecke PO zu kon-
struieren, wie in Abb. 14 die Feldweite B, , B, im Verhiltnis

n n h
axB, . C . gt X . +aX,
= T Z1r=1 72 gy teilen, wodureh C ¢, = =1l ——r—,
g: C.B, |9 Br-y + 0

h n

80 daB nur ibrig bleibt, mit Brs 'Z—E’— zu multiplizieren.
Wenn man mit den Einheiten Tons und Meter rechnet,
und wenn die Mafistibe im H-Polygon 1°™ ~ k', im
X-Polygon 1" ~ n™ gind, kann diese Multiplikation z. B.
mit Hilfe eines Reduktionswinkels, wie in der Abb. 14 (oben)
angedeutet, ausgefilhrt werden, und man findet dann
P,0, = c,¢,, wenn die Gerade C,c, durch
Brata

A? k
bestimmt ist. In dhnlicher Weise

/)
2 Cp /
S By, AR
\y 7 findet man die durch 16) gegebene
L;:’ i EStrecke P, O, (unten in Abb. 14)
g /S
/.-
a,

?

1

17a) giny —

-~ Abb. 14.

fF ¢ 3% durch Einteilung von 4, 4, im
e :

@ Verhiltnis —5-4t "7 — —=t. und

e DA &
2 i Benutzung eines durch
=+ ‘ "
4 B “, 17b)  sinu = 8t Ay w3
(R n

bestimmten Reduktionswinkels. Ergibt sich sin» oder
sinw>1, mufi das Verfahren natiirlich in zweckent-
sprechender Weise abgeiindert werden. — Anscheinend
vielleicht umstindlicher, in der Ausfilhrung jedoch emp-
fehlenswerter, weil zu weniger Ueberfiillung der Figuren
Anlaf gebend, ist die unten (in Abb. 20—21) fiir den
Triiger in Abb. 1c¢ angegebene analoge Konstruktion.
Hauptsache ist, da man die Strecken P,0, in solcher
Weise findet, daf man dieselbe ohne weiteres mit dem
Zirkel yom X- Polygone zum H -Polygone und umgekehrt
iibertragen kann. — Noch sei bemerkt, dal die Hilfs-
konstruktion in Abb. 14 nur vom Verhiiltnis zwischen
Kriifte- und Momentenmafistab abhiingt, so dafy eine Ver-
griferung oder Verkleinerung der Ordinaten im - und
X-Polygone in demselben Verhiltnis nichts dndert.

Indem wir uns jetzt zur Konstruktion der Schluf-
linienztige wenden, wird sich zeigen, daf diese sich in
ganz ihnlicher Weise durchfiihren lifit wie bei kontinuier-
lichen Triigern mit elastisch senkbaren Stiitzen. Dies geht
erstens daraus hervor, daf die beiden SchluBllinienziige
konstruiert werden kinnen, falls man nur die beiden ersten
Seiten (¢,@, und b,b, in Abb.13) kennt. Aus 15) sieht
man niimlich, daB der O, -Punkt im /- Polygone nur von
X, und X, abhiingt und daher durch die Konstruktion
in Abb. 14 aus der gegebenen Seite b b, hergeleitet werden
kann, und sobald dieser Punkt bekannt ist, kann die
zweite Seite im /7 - Polygone a,a, gezogen werden (mittels
der Geraden 7'.0,7', Abb.13). Darauf wird die Seite
bb, im X-Polygone konstruiert, indem der O, -Punkt
hier nur von den jetzt bekannten K, und H, abhingt
(siehe 16), und also aus @,a, hergeleitet werden kann.
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Sodann geht man zum H-Polygone zuriick und findet a,a,,
dann b,b, im X-Polygone usw.; in dieser Weise kann
fortgesetzt werden bis zum rechten Ende.

Weiter geht noch die Uebereinstimmung zwischen der
Konstruktion hier und derjenigen fiir kontinuierliche Balken
mit elastisch senkbaren Stiitzen unmittelbar aus den
Gleichungen hervor. Wenn man hier die Unbekannten in
der Reihenfolge ....H, ,, X, ,, H, X, .... nemnt, sieht
man, dafi die Gleichungen 12a) und 13a) nur je fiinf
aufeinander folgende der Unbekannten enthalten, genau
wie bei den genannten kontinuierlichen Trigern. Das
nihere Ausformen der Konstruktion ist daher auch dem
in meiner frithern Abhandlung (Z. 1908, Heft 1) ange-
gebenen ganz analog, und was die Einzelheiten anbelangt,
mufs es daher geniigen, um Wiederholungen zu vermeiden,
zu der unten angegebenen Behandlung des Trigers in
Abb. 1¢ zu verweisen; der Triiger hier ist natiirlich nur
ein spezieller Fall desjenigen in Abb. 1c (alle Siulen-
Momente AX — 0).

11II. Der Bogentriiger in Abb. 1ec.

Aufier den Horizontaldriicken fithrt man hier, wie
schon oben gesagt, zwei Stiitzenmomente bei jeder Zwischen-
stiitze als iiberziihlig ein, und das Hauptsystem besteht
dann wie bei den beiden schon untersuchten Trigern aus
einer Reihe unten eingespannter, sonst aber freistehender
Siulen und einer Reihe voneinander unabhiingiger, ein-
facher (krummer) Balken. Das Hauptsystem mit den
Ueberzihligen als dufiern Kriften ist in Abb. 15 gezeigt;
die Bezeichnungen sind dieselben wie frither, nur mit dem
Zusatz, daf das Uberzihlige Moment unmittelbar links
einer Siule X', unmittelbar rechts X" genannt wird.

Abb. 75.

Die Belastung FH, — — 1 beansprucht wie frither
(Abb. 10) nur den 7t Bogen und die Siulen (» — 1) und 7;
im ganzen kann die genannte Abbildung unveriindert auch
hier benutzt werden. In der H, — — 1 entsprechenden
Elastizititsgleichung bleiben daher die Glieder, welche die
Groken H enthalten, genau dieselben wie in Gleichung 12)
fiir den Triiger in Abb. 1b, und dasselbe gilt von dem
von den #ufiern Kriiften herriihrenden Gliede ZP,37, ..
Von Gliedern, welche die Grifien X enthalten, bekommt
man, indem die Winkel o« und 8, und im ganzen alle
Bezeichnungen in Abb. 11, mit genau den friihern Be-
deutungen gebraucht werden, X, 8% , + X,a); die in
den Endquerschnitten des beanspruchten (r'*") Bogens an-
greifenden Momente heifien ja jetzt X', , und X', wihrend
dieselben Grofien beim vorigen Triger nur mit X, , und
X, bezeichnet wurden. Aufer diesen Gliedern erhilt man
indessen hier auch einige Beitrige von den Momenten
18) AX,., = X, ;=X il AKX, = X — X,
die auf die freien Siulenenden einwirken. Entsprechend
den in Abb. 11 fiir die Bogen angegebenen sollen fiir die
Formiinderungen der Siulen die in Abb. 16 eingetragenen
Bezeichnungen benutzt werden; eine im obérn Endpunkt
der Siule angreifende wagerechte Kraft 1 bewirkt eine
wagerechte Ausbiegung & und eine Drehung der End;
tangente ¥, ein ebenda angreifendes Moment 1 eine wage
rechte Ausbiegung ¢ und eine Drehung der Tangente t;
bekanntlich ist dann:

19) 1.9, = 19
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Mit diesen Bezeichnungen lautet jetzt die H,— — 1
entsprechende Elastizititsgleichung: -
—H,_k,.,+ H(k,_,+ 4+ k,)— H,, .k,
= 3Pm8’,‘,, L—AX, 8, — X, B — X
+ AX,9, + 3%, 4 3.
Die Belastung X/ — — 1 ist in Abb. 17 gezeigt;

der r** Bogen ist von einem Moment 1 im rechten End-
querschnitt, und die ' Siule von einem entgegengesetzt
drehenden Kriftepaare 1 beansprucht; die Durchbiegungen
m , (und die Tangentenwinkel o und ) sind dieselben
wie in Abb. 12 fiir die Oeffnung (» — 1) — ». Mit den
Bezeichnungen in Abb. 11 und 16 gelangt man zu der
Elastizititsgleichung :

21) (X, B, + X,a, + 4X,z, = 3P %, , —HA,
| i (11; - }1:'+1)(1;- = 811‘[ == B,r,m
und ebenso erhilt man fiir die Belastung X, — — 1 die
Gleichung:
:+1 1+l AXT = 2 nOm r Hl"f‘lA

AR
22
) ] (H H:+))q: »* 81[+8ru7
wo die Durchblegungen i » und die Tangentenwinkel o
und 3 dieselben wie in Abb. 12 rechts sind.

Mit den Abkiirzungen :

IK i ‘Pm&’/ln r '[’ BI:,: [— allf,lﬂ
23) l Lr = 3Pm6m r g a;',l o a'r,m
L’;' oo "‘Pm“lm r '{" a;t f a;,n

/I/;/; 6.

lassen sich die drei gefundenen Gleichungen folgender-
mafen sehreiben:

90a) {— Hr-ikr-y + H b,y + A"+7») B il

\= K, — [AX,. 9, , + X,_Br, + X,a} — AX, D],
: AXx, = (L, —[H.A, — (II.—H. )q,))
21 Bt ] e 1] Ol o | T
a) { =7 [‘X’:’—iﬁlr«| + Xlr'alrll
: —AX v — (L— [H, il s+ (H, —H,.)q, D
22 LA 2 r+1=r41 7 S | 7
| Bt Kol

Die erste dieser Gleichungen hat dieselbe Form wie 12a)
fiir den Triger in Abb. 1b; nur die beiden Glieder mit
AX sind hier neu hinzugekommen. Durch Addition der
beiden letztern Gleichungen ergibt sich:

24) er 8oy + Xow, + X0, + X4y,

——L + L, —H,A, —H,, A},
welche Glelchung sich nur dadurch von 13 a) unterscheidet,
daB X, hier in zwei Teile, X, und X', zerlegt erscheint.
Im ganzen gelangt man also zu den fiir den Triger in
Abb. 1b geltenden Gleichungen, wenn alle AX gleich Null
gesetzt werden.

Gelegentlich der graphischen Lisung denkt man sich
wie frither die gesuchten Grifzen in Abb. 18 als Ordinaten
aufgetragen: B b, — X, B,b, = X, B,b; = X usw,,
go daB die Bestlmmung der Groben X mit der Festlegung
des Schluflinienzuges bob;b,b b, gleichbedeutend ist
(die plotzlichen Spriinge b6, b, b geben die Werte
von AX an); und 4 a, _H A,a __H ..., 80 daB
der Schluflinienzug a a a, . die Houzontalschube be-
stimmt. Falls die X (xrohen nicht in 20a) vorkimen,

A. Ostenfeld, Graphische Behandlung von Bogentriigern iiber mehreren Oeffnungen usw. 330

konnte das M -Polygon a,a,a,.... fir sich konstruiert
werden (wie fiir den Triger in Abb. 1a), und falls die
Horizontalschiibe nicht in 21 a)—22a) auftriiten, wiirden
diese Gleichungen genau identisch mit denjenigen sein, die
fiir kontinuierliche Balken mit elastisch drehbaren Stiitzen
gelten, und das X-Polygon wiirde sich dann mittels der
frither (Z. 1905, Heft 1) fiir solche Balken angegebenen
Konstruktion bestimmen lassen.

Da diese Konstruktion im folgenden benutzt werden
soll, wird es am Platze sein, hier zuerst von deren
Hauptziigen zu erionern. Wir denken uns in 21a)—22a)
die H enthaltenden Glieder mit L, und L) zusammen-
gezogen und schreiben dann diese Gleichungen:

25) | BAN =iy ST RS X,a.)
—AX.x, = N, (X8, + X 00 )
wo N, und N, als bekannt aufgefafit werden. In Abb. 19
ist ein Teil des Schluflinienzuges . ...b,_,
gezeigt. Es sind dieselben U- und O- Vertlkalen emgelegt
die fiir kontinuierliche Balken mit festen Stiitzpunkten

benutzt werden (d. h. die durch 6) gegebenen), wenn hierin
Abb. 18,

a, = P,. b, = d,, b, = B, ¢, = @, gesctzt wird),

r
oder also mit den Bezeichnungen hier:

BLUkE ot sl il e

: p"~l + ar 3
26) BU e QUL T e
B, + a. )

a1f+‘llr+l st pr-il-r )
Ij’r = al = Br s a’;+1 ;
wo die Abstiinde positiv nach rechts gexechnet sind.
Weiter sind die charakteristischen Punkte S, und S’ und
der O,-Punkt durch:

B,0? =

el N N,
U8 =M S lutegpogn gaoe fien e 00
27) [ Br—l + a,r ‘ gl‘ + ar+l
N +N'
l 00, = — ——
Br-y + %+ Br + 0y,

aufgetragen; anstatt den OPunkt mittels der nach 27)
berechneten Ordinate zu bestimmen, kinnte man denselben
auch als Schnittpunkt der Verbindungsgeraden S,S, (siehe
Abb. 19) mit der O-Vertikalen finden. Endlich sind die
Z- und Y-Vertikalen mxttels

0Q B/Z? o - I r-1 + q'/' Br)r?' S @l/,‘ "i— q';-n
AR o g TS g o TR A AT

r r r r
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eingelegt, und man hat dann mit den Bezeichnungen in
Abb. 19, dak die Geraden S Z und S Y, die Stiitzen-
vertikale in den Punkten &, und b, treffen, und daB die
Verbindungsgerade 7'.7", durch O, geht. Wenn eine will-
kiirliche Seite des SchluBilinienzuges bekannt ist, kann
mittels dieses geometrischen Zusammenhangs die folgende
Seite konstruiert werden: S Z, filhrt zu 4, und 70,
T A

Indem wir jetzt zum Bogentriiger zuriickkehren, wird
sich zeigen, daf wir hier einen ihnlichen Zusammenhang
zwischen den /- und X-Polygonen wie beim 'I'riiger in
Abb. 1b erhalten, und namentlich, da man beide Polygone
konstruieren kann, sobald die beiden ersten Seiten (a,a,
und b b, in Abb. 18) bekannt sind. Um zu diesem Er-
gebnis zu gelangen, wird es praktisch sein — wenn auch
nicht absolut notwendig®) — zuerst die Gleichung 20a)
80 umzuformen, da sie AX, nicht enthiilt. Mit der ab-
kiirzenden Bezeichnung:

29) AX0%, = L, —[X|. B, + X0,
it sich 21a) schreiben:
AX;r, = —HA,+(H,—H,,)q, + AX =,

und durch Einfithrung in 20 a) erhiilt man dann:

—H ok +H,.(k,._,+A’,’.—;—A',2’I EATIR t’)
U,

r=1"r-<4

il Hr+l (kl— qr = ) = Kr e

— [AX,_ 8, + X,_ B+ X ol — AXD,]
Diese Gleichung hat dieselbe Form wie Gleichung 4) fiir
den Triger in Abb. 1a und wiirde daher zu derselben
Konstruktion des H-Polygons hier wie fiir diesen Triger
fihren, wenn nur die ganze rechte Seite bekannt gewesen
wire. Da die Koeffizienten der linken Seite doch etwas
verdindert sind, findet man nach 6) eine andre Lage der
O- und U-Vertikalen wie frither, nimlich (positiv nach
rechts) :

30)

k,-_‘ = kr g, =
31) /1,.02 R S I by )\’

und wenn man die U”-Vertikale sich ins Unendliche ent-
fernen lifit (cfr. 9b), was in der Wirklichkeit die einfachste

Konstruktion gibt:
32) Qi e ke ik
A{-‘ i Alr :r‘r

r

Im folgenden gehen wir jetzt von 30) samt 21a)—22 a)
aus. Nach 30) konnte das H-Polygon konstruiert werden,
wenn die ganze rechte Seite, und damit die Ordinaten der
O-Punkte, bekannt wiire, und nach 21a)—22a) konnte
ebenso das X-Polygon gezeichnet werden. falls nur die
Grofien H auf der rechten Seite, und damit die charakte-
ristischen Punkte (siehe 27), bekannt. Jetzt kennt man
indessen nicht diese Grifien im voraus, und wir beginnen
daher wie friiher damit, die Ordinaten der O -Punkte und
der charakteristischen Punkte in zwei Teile, einen be-
kannten und einen unbekannten, zu teilen.

Fiir das H-Polygon braucht man nur die O-Punkte.
Man setzt 00, = OSP, + P,0,, wo [siehe 30), mit 5)
und 7) verglichen]:

*) Man konnte zwar die Gleichung 20a) unveriindert be-
nutzen und wiirde dadurch den Vorteil erreichen, dieselben
U- und O-Vertikalen im H-Polygone zu behalten wie bei den
T'riigern in Abb. 1a und 1b; die Konstruktion einer neuen
Polygonseite wiirde dann aber jedesmal die Bestimmung des
gemeinsamen Punktes fiir zwei ihnliche Punktreihen auf der-
selben Geraden mit sich fiihren, und wenn auch diese Aufgabe
an und fiir sich einfach genug ist, wiirde doch die Konstruktion
als Ganzes dadurch zu umstiindlich gemacht werden.

K,
e =
82+ 4,
N po, — X0+ XLp +Xat AKX,
A 48, e
T

Fiir das X-Polygon muB man dagegen von den
charakteristischen Punkten Gebraueh machen, und man
setzt daher US — UQ + ¢S, wo [siehe 21a)—22a) in
Verbindung mit 25) und 27)]:

¢ L r
I/Y. k — A,',,,'v', Ty I,f"t(”_ = ”__,7:'77,777
J l(l)r ﬁl'jl + a, ! b): Br _{m ,er)
 {ois; = A4 M Hede.,
r-1 r
ik B B H,—H,. )q,
Q.8, = ——riL ﬂ(;',';_l(__a'__'_l,_ s n}f[ *

wenn man, aufier den O-Punkt mittels der Verbindungs-
geraden S,S zu bestimmen, noch die O-Ordinate direkt

zu finden wiinscht, bekommt man hierzu: 00, = 0°P,

+ P,0,, wo (siehe 23):

35) O}P, = —= j »LL, PO, = — ol -}'-"'—I—’[it‘fA'—”f‘ ;
ir Yr

indem, wie frither, 8, + «, 4 8] 4 o), = ¢, gesetzt

wurde. Die Ausdriicke 35) sind genau mit 16) fiir den

Triger in Abb. 1b identisch. — Die Punkte P und ¢

konnen eingelegt werden, so-
bald die Belastung bekannt
ist, dagegen sind die Strecken —<<-
PO und @S vorliufig un-
bekannt.

Der nichste Schritt ist
jetzt, die Angabe einer Kon-
struktion dieser Strecken PO .
und @S, indem die in den
Ausdriicken 33) und 34) ein-
gehenden H und X als be-
kannt vorausgesetzt werden.

In Abb. 20 ist von den
durch 34) gegebenen Strecken
@S die Rede, und die Seite
a,a,,, des H-Polygons wird
als bekannt betrachtet. Man
zieht die Geraden @, ., und
@, @, parallel der Achse, so daB a,a, = a,,, a,,,
— H,— H,,,, und weiter die vier Strahlen C'a,, C'a,,
Ca,, Cd,,, indem die Punkte C' und C" in den be-
liebig gewiihlten Abstinden ¢ und ¢’ von 4, und 4,,,
in der Achse liegen; die Strahlen werden, wie in der
Abbildung, 1, 2, 3, 4 numeriert, so daf die mittlern
Strahlen (2 und 3) von den Eckpunkten @, , und @, im
H-Polygone ausgehen. Indem wir annehmen, daf mit den
Einheiten Tons und Meter gerechnet wird, und daB der
Mafistab im H-Polygone 1 ~ k' und im X-Polygone
1™ < n™ jst, werden in Abb. 20Db fiinf Vertikalen ein-
gelegt, mit den gegenseitigen Abstiinden:

[ T A, LU T . o k
ey 1ot/ Bkt 8 RTINS n’
k , = , K q C
o o B 72!*77'7 " s k== g thyes )
Pr-1 i Oy " r i Oy n

und man zeichnet ein Polygon 1—2—3-—4, dessen Seiten
den erwiihnten Strahlen in Abb. 20a parallel sind, sowie
eine wagerechte s durch den Punkt der mittelsten
Vertikale, wovon die Seiten 2 und 3 ausgehen. Die stark
ausgezogenen Strecken ¢,s, und ¢, s, sind dann den ge-
suchten Griofien (S gleich und konnen ohne weiteres
mit dem Zirkel nach dem X-Polygone iibertragen werden.
Die Richtigkeit der Konstruktion folgt leicht bei Benutzung
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der Aehnlichkeit. Wenn die Buchstaben ¢ und s wie in
Abb. 20b angebracht werden (s und s” liegen in der
Achse, ¢' und ¢” sind Anfangs- und Endpunkt des Poly-
gones 1——2—3—4), soll die Uebertragung nach dem
X-Polygone rein mechanisch ausgefiihrf werden, so dafB
die Punkte ¢) und S iiber- oder untereinander zu liegen
kommen, ganz wie ¢ und s. — Uebrigens findet man auch
die durch 35) gegebene Grofie P,0, in einfacher Weise

in Abb. 20b. Wenn man néimlich die Strecke s,s, durch
den Punkt o, im Verhiltnis i}’} = ([)J" {0, (es sind dies

die U- und O°- Punkte im X-Polygone) tellt, so wird
p,0, = P,0, als Ordinat der Verbindungsgeraden ¢,/
gemessen ; infolge 35) wiirde man indessen den richtigen
Wert von P O, finden, selbst wenn in 34) die von der
Differenz (H,— H,,,) abhiingigen Glieder nicht mit-
genommen wurden, und mithin muB in Abb. 20b p, o,
auch als Ordinate zur Verbindungsgeraden zwischen den
Punkten gemessen werden kionnen, wo die Polygonseiten 2
und 3 die #ufiersten Vertikalen schneiden. Man braucht
daher nicht die erwihnte Teilung der Strecke s.s,. auszu-
fiihren, sondern findet unmittelbar p, als Schnittpunkt der
beiden genannten Verbindungsgeraden. — Im manchen
Fiillen wird es am einfachsten sein, die Punkte C’ und C”
im Mittelpunkte zwischem A4, und A, , zusammenfallen
zu lassen; doch kann es auch von Vorteil sein, beide
Lingen ¢’ und ¢’ frei wihlen zu konnen, um dadurch
eine passende Griofle der Fig. 20b zu erreichen.

Demniichst ist in Abb. 21 die Konstruktion der durch
33) gegebenen Ordinaten PO gezeigt. Vom X-Polygone
werden die Punkte b,_,, b,_,, b, als bekannt voraus-
gesetzt, und ebenso der Punkt b%, indem AX" [siehe 29)]
= b2b, ist. Man zieht die Strahlen b,_'D’, b, D', b, D"
und 6°D", indem die Punkte /' und )" in den beliebigen
Abstéinden d' und " von B, . und B, gewihlt werden;
die Strahlen werden, wie angegeben, numeriert, so dal sie
in der Ordnung nacheinander folgen, worin man die Punkte
b, ,, b,_,.... trifft, wenn das X-Polygon durchlaufen
wird. — Weiter werden in Abb. 21b fiinf Vertikalen ein-
gelegt in den gegenseitigen Abstiinden:

h
] n
Wor 5= 757 @' 1 (l‘ 53

(A’,‘. whahiin:/

| -

37) h

o

-
D i
=
=
Sl
=~

|8

und ein Polygon 1—2—3—4
wird gezeichnet, dessen Seiten
den Strahlen in Abb. 21a parallel
sind, die SchluBilinie ¢,¢, wird
eingelegt, und ebenso die wage-
s g rechte s,.s. durch den Punkt
‘mnm i FREE TR 1" der mittelsten Vertikalen, wo-
Amb 270 iy von die Polygonseiten 2 und 3
il 12 |  ausgehen. Die gesuchte Strecke

| P,0, wird dann als p,0, in

| der Mitte zwischen den
5. #4uBersten Vertikalen gemessen
_-J Y (8,0, = 0,8)). Wenn die Be-
1 zeichnungen p, und o, wie in
der -Abbildung (p, in der

LR ]
\\('}' /}:,/'

Schluflinie ¢,q,) angebracht werden, soll die Uebertragung
nach dem /1-Polygone rein mechanisch ausgefiihrt werden,
so daB P, iiber oder unter O, zu liegen kommt, je nach-
dem p, diber oder unter o, liegt. Die Richtigkeit der
Konstruktion ergibt sich, wenn man ¢,s, und ¢, s, mittels
der Aehnlichkeit berechnet, und daraus wieder p,0,. —
Bisweilen wird es praktisch sein, die Lingen ¢ und "
willkiirlich zu wiihlen, nur mit Riicksicht auf eine passende
GroBe der Abb. 21b; vielleicht kann man D und D im
Mittelpunkte zwischen B,_, und B, zusammenfallen lassen,
wodurch d — d" — %[,. Meistens wird man es vielleicht
doch vorziehen, nur ¢ willkiirlich anzunehmen und dann
d” mittels

37 a) . dﬁ e — ([

h
Br-y.
I
zu bestimmen, wodurch #, = n,, so daB p,o,in Abb.21b
auf der mittelsten Vertikalen selbst abgeschnitten wird,

und die Achse s,s, nicht gezogen zu werden braucht.

Wir gehen jetzt dazu iiber zu zeigen, wie man in
Abb. 18 die beiden Schluflinienziige konstruieren kann,
wenn nur die beiden ersten Seiten, « a, und b b,, be-
kannt sind. Die Seite @ a, schneidet die U’ -Vertikale in
1" ; die gesuchte Seite a a geht dann durch @, und zu
0,T", parallel (indem wir die U’ -Vertikale so bestimmt
vmaussetzen, daB sich die entsprechende U'/-Vertikale ins
Unendliche entfernt), und @, a, kann mithin gezogen werden,
sobald O, bestimmt ist. Um O, zu finden, trigt man
zuerst die bekannte Strecke O)F, nach 33) ab, und leitet
darauf die Ordinate P O, mittels der Konstruktion in
Abb. 21 aus der gegebenen Seite b )| im X-Polygone ab.
Unmittelbar sind zwar nur die Punkte &, (mit B, zu-
sammenfallend), b, und b, gegeben, und um die Kon-
struktion in Abb. 21 durchfithren zu konnen, braucht man
noch 47; im X-Polygone ist aber der Punkt ¢, nur von
der Belastung abhiingig und kann also sofort nach 34)
eingelegt werden, und die Gerade (7, wo Z, der
Schnittpunkt der gegebenen Seite b b, mit der Z-Vertikalen
ist, fiihrt dann zu b)%). Man kann also in Abb. 21 die
Strecke .9, bestlmmen, dieselbe als P, O, nach dem
H -Polygone iibertragen, und durch den in dieser Weise
festgelegten O,-Punkt ist, wie gesagt, die zweite Seite
a,a, bestimmt.

Darauf geht man zur Seite b[0, im X-Polygone. Hier
kennt man im voraus (mach 34) die Punkte ¢, und ¢,
und mittels der Konstruktion in Abb. 20 leitet man die
Ordinaten ¢S, und QS| aus der eben gefundenen Seite
@,a, im HPolygone ab. Die Gerade S/Z, gibt dann
den Punkt 47, die Verbindungsgerade S,S’ schneldet die
O-Vertikale in O , und mittels der Geraden 7.0, findet
man endlich den Punkt 7" der gesuchten Seite b0, die
somit gezeichnet werden kann. — Jetzt geht man zum
H-Polygone zuriick und konstruiert hier die dritte Seite
a,a,, genau wie oben «,a,, und so kann offenbar ab-
wechselnd eine Seite in den zwei Polygonen gezeichnet
werden; die beiden Polygone sind also wirklich vollstindig
bestimmt, wenn die beiden ersten Seiten bekannt sind,
genau wie fiir einen kontinuierlichen Balken mit elastisch
senkbaren Stiitzen.

Die Schwierigkeit ist jetzt nur die, daB man an-
finglich nicht diese beiden ersten Seiten kennt. AuBer
der beschriebenen geometrischen Abhiingigkeit zwischen
den aufeinander folgenden Seiten kennt man von den
zwei Polygonen:

*) ]Zs ist nimlich:
T79Q, = U,Q,— U, T, =
und wit Hilfe von 28):
b“b', = 50+ = mithin b}, = _L[Ll —
odenQ nach 2‘)) i

Ly — (X + X))

30 + "ll J
(X'oBy + X))
bib, = AX].
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1. die Punkte @, und a,, , (die Zahl der Oeffnungen
gleich n) des H-Polygons, indem 4 ¢, = 0 und
Ay @y = 05

2. die Punkte b, und b, des X-Polygons, B b, = 0
und B b, — 0.

Aus b, kann sofort ein Punkt der Seite b ) her-
geleitet werden, falls die erste Seite a,z, im H-Polygone
bekannt ist; auf der dem Stiitzpunkte B3 entsprechenden
U"-Vertikalen (U’)) trigt man nur den ¢);-Punkt ab,
findet mit Iilfe der Konstruktion in Abb. 20 die Strecke
¢,8,, und hat somit den charakteristischen Punkt S ge-
funden; die Gerade S’ b, schneidet dann die )’ -Vertikale
in einem Punkte der Seite b b, (sieche Abb. 19). Wenn
die Endunterstiitzung frei drehbar ist (t,=— oo), fillt die
Y',-Vertikale mit der Stiitzenvertikalen zusammen und b}
also in b; hat man eine vollkommene Einspannung, fillt
die Y’ -Vertikale in die U -Vertikale, und die Polygon-
seite b, b, geht durch den charakteristischen Punkt S|, —
In #hnlicher Weise kann man aus b, einen Punkt der
letzten Seite &, ,b, herleiten, wenn die letzte Seite des
H-Polygons, a,a,,,, bekannt ist; hierzu benutzt man die
der Stiitze n entsprechende Z-Vertikale und den charakte-
ristischen Punkt S,.

Durch den erwiihnten geometrischen Zusammenhang
zwischen den aufeinander folgenden Seiten und durch die
genannten vier Punkte sind die beiden SchluBlinienziige
vollstindig bestimmt, konnen aber, wie gesagt, doch nicht
unmittelbar konstruiert werden. Liifit man die Bedingung
B,b, = 0 am rechten Ende fort und nimmt zum Ersatz
die erste Seite (a,a,) als bekannt an, bekommt man
ebenfalls ein vollstindig bestimmtes Polygon, das ein
sVersuchspolygon erster Ordnung genannt werden
soll (im folgenden wird von einem einzigen Polygon ge-
sprochen, dabei aber immer die beiden zusammengehorigen
H- und X-Polygone verstanden); dieses ist einfacher zu
konstruieren wie das gesuchte Polygon selbst, kann aber
doch noch nicht unmittelbar konstruiert werden. Lift
man dagegen die beiden Bedingungen am rechten Ende,
4,0, = 0 und B b, = 0, fort, und nimmt man zum
Ersatz die beiden ersten Seiten, a,a, und bb|, als ge-
geben an, erhilt man ein sogenanntes ,Versuchs-
polygon zweiter Ordnung, und dies kann, wie oben
gezeigt, ohne weiteres gezeichnet werden. Einer bestimmten
ersten Seite entsprechen also unendlich viele Versuchs-
polygone zweiter Ordnung, aber nur eins erster Ordnung;
dieses letztere ist daher ein spezielles der
Versuchspolygone zweiter Ordnung. Ebenso gibt
es unendlich viele Versuchspolygone erster Ordnung,
nimlich eins jeder neuen ersten Seite entsprechend; fiir
eines einzigen dieser Polygone ist auch die Bedingung
A4,,,a,,, = 0 erfillt, und der gesuchte Schlub-
linienzug ist daher ein spezielles Versuchs-
polygon erster Ordnung.

Wenn der untersuchte Triger n Oefinungen, n — 1
Zwischenstiitzen hat, treten im ganzen n Grofien H und
2n GroBen X auf (indem auch bei den Endstiitzen eine
Iinspannung vorausgesetzt wird), also 3 » Unbekannte, zu
deren Bestimmung man ebensoviel lineare Gleichungen
20 a)—22 a) hat. Setzt man H,,  — 4,,.a,,, S 0 und
X! = B,b, < 0 und betrachtet dagegen H, — A4 a,
als bekannt, bekommt man 3% 4+ 2 —1 = 3#n + 1 Un-
bekannte und 3 # Gleichungen, und hiermit ist man zu
der Sammlung von Versuchspolygonen zweiter Ordnung
iibergegangen, die einer gegebenen ersten Seite entsprechen.
Eliminiert man zwischen den 3 n Gleichungen alle die
Unbekannten bis auf zwei, ndmlich zwei aufeinander
folgende [ oder X, ergibt sich eine Gleichung der Form:

38) C, X, + C, Xy, = D oder EH, +{E,H,, =F,
und hierdurch wird ausgedriickt, ‘da die Polygonseite

b.b,,, oder a.a, durch einen festen Punkt mit der

|
@

D 7
Ordinate — 5 oder — und mit der Abszisse
! z(/’Jr(/2 B El+b2b B oder i 08 gy
m 1 (von ;. aus gerec ne) oder m 41

(von A, aus geréchnet) gehen muls. Die Koeffizienten C

und # in 38), und damit die Abszissen der gefundenen

Punkte, sind von den bekannten Gliedern der Gleichungen

(K,, L,, L), wozu hier auch H gezihlt werden soll,

unabhingig; die GroBen D und F, und somit die Ordinaten

der erwiihnten Punkte, hiingen dagegen von diesen be-
kannten Gliedern ab. Es ist hiermit bewiesen, daf

1. in allen Versuchspolygonen zweiter Ordnung,
die derselben ersten Seite a,a, und derselben
Belastung (denselben P- und ¢-Punkten) ent-
sprechen, muf jede Seite einen festen Punkt
(im folgenden , F-Punkt“ genannt) enthalten;

2. fiir alle Versuchspolygone zweiter Ordnung
liegen die F-Punkte in festen Vertikalen
(yF'-Vertikalen“), deren Lage sowohl von der
ersten Seite wie von der Belastung (den
P- und Q-Punkten) unabhingig ist.

Dem letztern Satz zufolge kann man, wenn nur
von einer Bestimmung der F-Vertikalen die Rede ist,
sowohl die P- und ()-Punkte wie die erste Seite a,a,
in der Achse liegend annehmen. Wihlt man auch
die zweite Seite in der Achse, fillt das ganze Polygon
mit der Achse zusammen; withlt man eine willkiirliche
zweite Seite aufierhalb der Achse, wird man ein andres
Versuchspolygon erhalten, und dieses mufi dann die
Achse in den F'-Punkten schneiden, die der genannten
Lage der P- und ()-Punkte und der ersten Seite
entsprechen, also:

3. die /F'-Punkte (Fufipunkte der F-Vertikalen)
aller Versuchspolygone zweiter Ordnung
konnen als Schnittpunkte der Achse und
eines Versuchspolygons, das mit den P- und
Q-Punkten und der ersten Seite (z,a,) in der
Achse, aber mit der zweiten Seite (b))
aufierhalb der Achse, konstruiert wird, ge-
funden werden.

Wir wenden uns jetzt zu den Versuchspolygonen
erster Ordnung. Die ganze Sammlung dieser Polygone
ist durch die genannten 37 Gleichungen bestimmt, wenn
hierin H,,, als unbekannter (nicht = 0) betrachtet
wird. Man hat also, genau wie oben, 37 Gleichungen mit
3n + 1 Unbekannten, mithin gelangt man durch dieselben
Schlufifolgerungen wie oben zu den folgenden Sitzen:

1. In allen Versuchspolygonen erster Ordnung,

die denselben P- und Q-Punkten (derselben

Belastung) entsprechen, mufl jede Seite einen

festen Punkt (,J-Punkt*) enthalten;

. fiir alle Versuchspolygone erster Ordnung
miissen die J-Punkte in festen Vertikalen
liegen, deren Lage von den /- und @-Punkten
unabhingig ist;

3. die J"-Punkte (FuBpunkte der J-Vertikalen)
konnen als Schnittpunkte der Achse und
eines beliebigen Versuchspolygons erster
Ordnung, das mit den P- und @-Punkten in
der Achse liegend gezeichnet ist, gefunden
werden; mit diesen P- und ¢)-Punkten und mit der
ersten Seite in der Achse fillt nimlich das ganze
Versuchspolygon mit der Achse zusammen, und zwei
beliebige dieser Polygone miissen sich in einer Reihe
von J-Punkten (Punkten der J-Vertikalen) schneiden.
Jetzt kann man schnell einen Ueberblick dariiber

geben, wie die ganze Konstruktion prinzipiell durchgefithrt

werden kann, wenn die P- und (-Punkte gegeben sind.

Da der gesuchte Schlufilinienzug ein spezielles Versuchs-

polygon erster Ordnung ist, mufi er durch die

J-Punkte gehen, und sobald diese Punkte

| &)
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gefunden sind, kann der SchluBilinienzug ge-
zeichnet werden. Von der letzten Seite des H-Polygons
kennt man niimlich einen Punkt (a,,,) auier dem J-Punkt,
und hierdurch ist das ganze H-Polygon offenbar bestimmt,
s0 daB es ohne weiteres riickwiirts gezeichnet werden
kann, ohne Riicksicht auf das X-Polygon. Und wenn das
H -Polygon gezeichnet ist, findet man mittels der Kon-
struktion in Abb. 20 die charakteristischen Punkte und die
O-Punkte im X-Polygone; mit Hilfe des zur letzten Unter-
stiitzung gehorigen charakteristischen Punktes S, und der
Z-Vertikale hier leitet man aus b, einen Punkt der letzten
Seite aufler dem J-Punkt her, von der so bestimmten
letzten Seite ausgehend wird dann das ganze Polygon
rilickwiirts gezeichnet durch Benutzung der .J-Punkte und
der Geraden 7" OT' (siehe Abb.19), und man hat endlich
als Kontrolle, dafi die Geraden S,Z, und S,Y, (siehe
Abb. 19) die Stiitzenvertikalen in den Punkten b, und b’
treffen sollen. Die Konstruktion des X-Polygons kann
auch vom linken KEnde angefangen werden, indem man
aus b, einen Punkt der ersten Seite (in der Y -Vertikale)
herleitet.

Um die J-Punkte zu bestimmen, miissen zwei
willkiirliche Versuchspolygone erster Ordnung (jedes mit
einer beliebig gewiihlten ersten Seite) gezeichnet werden;
die Losung der Aufgabe hingt daher jetzt davon ab, wie
ein solches Polygon konstruiert werden kann. Hierzu
benutzt man, dal das einer gewiihlten ersten Seite ent-
sprechendes Versuchspolygon erster Ordnung ein spezielles
derjenigen Polygone zweiter Ordnung ist, die mit der-
selben ersten Seite beginnen; das Polygon erster
Ordnung mufl daher durch die der gewihlten
ersten Seite entsprechenden F-Punkte gehen,
und kann gezeichnet werden, sobald diese Punkte bekannt
sind. Die letzte Seite des H-Polygons soll niimlich
aufier dem /- Punkte noch a,,, enthalten und das ganze
H-Polygon kann daher, wie oben, riickwiirts gezeichnet
werden, ohne Riicksicht auf das X -Polygon; jetzt kinnen
die S- und O-Punkte im X-Polygon ermittelt werden,
aus b, kann ein Punkt in der ersten Seite (in der ), -Ver-
tikale) hergeleitet werden, hieraus wieder ein Punkt der
zweiten Seite usw. (mittels des geometrischen Zusammen-
hangs zwischen der ersten und zweiten Seite) und durch
diese Punkte und die Z'-Punkte kann das X-Polygon
gezeichnet werden.

Jetzt ist nur iibrig, die einer gegebenen ersten Seite
entsprechenden /'-Punkte zu be stimm e n; diese kinnen
indessen ohne weiteres als Schnittpunkte zweier Versuchs-
polygone zweiter Ordnung, beide mit derselben ersten
Seite beginnend, konstruiert werden.

Bei der praktischen Ausfiihrung der Konstruktion
geht man doch besser in etwas abweichender Weise vor
— genau wie frither fiir kontinuierliche Balken mit
elastisch senkbaren Stiitzen angegeben —, indem man
den Teil der Konstruktion (ndmlich die Bestimmung der
I'- und J-Vertikalen) ausscheidet, der von der Belastung
unabhiingig ist und dabher nur ein fiir allemal ausgefiihrt
zu werden braucht, und erst nach Erledigung dieses
die der Belastung entsprechenden P- und ¢)-Punkte
einfithrt. Die Konstruktion gestaltet sich dann folgender-
mafen:

I. Bestimmung der F-Vertikalen. Man nimmt
sowohl die P- und ()-Punkte wie die erste Seite a¢,a, in
der Achse an, and konstruiert hiermit ein Versuchspolygon
zweiter Ordnung; dieses schneidet dann die Achse in den
I7°-Punkten. Es ist nicht notwendig, mit demselben
Polygon immer fortzusetzen, vielmehr kann man, um be-
quemere Linien zu erhalten, die beiden letztgefundenen
Seiten (eine im H- und eine im X-Polygone) um deren
1'°-Punkte drehen, doch aber so, dal die Ordinaten im
selben Verhiiltnis verkleinert werden.

[I. Bestimmung der J-Vertikalen. Man wiihlt
die P- und Q-Punkte in der Achse und die erste Seite
a,a, auflerhalb der Achse, und zeichnet hiermit ein
Versuchspolygon zweiter Ordnung; dieses schneidet die
unter I gefundenen /-Vertikalen in den der gewiihlten
ersten Seite a,a, entsprechenden F-Punkten, und mit
Hilfe dieser zeichnet man dann, wie oben erklirt, das
Versuchspolygon erster Ordnung, das mit der Seite a a,
beginnt; dieses Polygon erster Ordnung schneidet die
Achse in den J°-Punkten. Auch hier wird sich oft als
notwendig herausstellen, die Ordinaten der beiden letzt-
gefundenen Seiten im selben Verhiltnis zu verkleinern, um
nicht zu allzu unbequemen Konstruktionslinien zu gelangen.

III. Bestimmung der J-Punkte. Jetzt erst soll
die gegebene Belastung in die Konstruktion eingefiihrt
werden. Man trigt die P- und @-Punkte auf, und mit
diesen Punkten und einer willkiirlichen ersten Seite, die
gewohnlich praktisch in der Achse gewihlt wird, konstruiert
man ein Polygon zweiter Ordnung, das die unter I ge-
fundenen F-Vertikalen in den der gewihlten Seite a a,
entsprechenden F'-Punkte schneidet. Mittels diesen
F-Punkten zeichnet man, wie unter II, das Versuchspolygon
erster Ordnung, welches daon die unter Il gefundenen
J-Vertikalen in den .J-Punkten schneidet, und hiermit ist
endlich der gesuchte SchluBlinienzug bestimmt. — Auch
hier wird man gewihnlich nicht mit einem und demselben
Polygon zweiter Ordnung bis zum rechten linde fortsetzen
konnen; man hilft sich dann wie oben durch eine Ver-
kleinerung in demselben Verhiiltnis der Ordinaten der
beiden letztgefundenen Seiten, mufi aber hier erinnern,
dafi die Ordinaten der P- und ¢-Punkte auch im selben
Verhiltnis verkleinert werden miissen.

Sollen mehrere verschiedene Belastungen behandelt
werden, fiir welche doch die P- und (-Punkte in einer
Reihe von Feldern vom linken KEnde unverdndert sind,
bleiben auch die /-Punkte dieser Felder unveriindert,
und man hat erst neue /-Punkte von dem ersten Felde
ab, wo die Belastung verschieden ist, zu konstruieren. Ist
z. B. eine Anzahl Felder am linken Ende unbelastet, und
ist die erste Seite des Versuchspolygons zweiter Ordnung
in der Achse gewiihlt, so liegen die J/-Punkte aller un-
belasteten Felder in der Achse und bleiben dort, solange
die Felder unbelastet bleiben.

Zum SchluB sollen noch die Formeln fiir die ver-
schiedenen Griofien, welche man nach obenstehendem bei
der Konstruktion braucht, angegeben werden.

Fiir eine Siule der Hohe 2 und mit dem Triigheits-

momente J“ hat man:
n h

39) - k== [ L - ydy

“d)
7.:’.]757(1:0:,76—7’7:[ 4

RS
U ;' (ll

und fiir einen willkiirlichen Bogen Abb. 22,
(Abb. 22), indem nur die von den 2 E
Momenten bewirkte Formiinderung
in Rechnung gestellt wird (allein fiir
die Grofie A” ist auch die Wirkung der

Normalkriifte in Betracht genommen): * F----- /,_'_' g
N z 5 4
w [ y'ds sec’n cos®(p — o)
Ar -——‘I b—‘l’]'l ’*‘.‘ - L‘Iv',* — (I-\,
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[ wyds o AT 44 e
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Weiter sind die von der Belastung abhingigen Glieder,
indem auch hier die Wirkung der Normalkriifte vernach-
lissigt wird:

7 " M,
s A <
l'_l.
41) L, = IR, , = (- BJ°
r-1
r+1
P TR AT M
L, = “P"‘O""r ) by B

die von einer Temperaturinderung oder nachgebenden
Stiitzen abhiingigen Glieder werden ebenso nach den ge-
wihnlichen Formeln gerechnet.

Folgende besondere Fille sind von Interesse.

1. Die Siule hat unverinderliches Trigheits-
moment J"; dann wird:

« e ha — j— hg T = h
09, “Bmerrmit .S magre © R Ee

2. Der Bogen ist ein symmetrischer Parabel-
bogen mit Pfeil f und unverinderlichem J
cos p = J, (oder ein flacher Zirkel- oder Parabelbogen
mit unveriinderlichem J — .J,; doch soll nicht zu allzu
flachen Bogen und schlanken Siulen gegangen werden,
ohne die elastische Aenderung der Pfeilhohe und Spann-
weite zn beriicksichtigen, siche hierliber die obengenannte
Arbeit Engessers):
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Im X-Polygone fallen somit [siche 26)] die U/-Ver-
tikalen mit den Drittelsenkrechten zusammen, und die
O,-Vertikale liegt im Abstand 4 (/,,,—1,) von B,, alles
wie bei gewihnlichen kontinuierlichen Balken.

Die von der Belastung abhiingigen Glieder werden:
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Nennt man den Inhalt der einfachen Momentenfliche J'°
und deren Schwerpunktsabstinde vom linken und rechten
Ende des Feldes & und £, ergibt sich:
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die ¢-Punkte im X-Polygone werden dann mittels der-
selben Ausdriicke:
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bestimmt, wie die charakteristischen Punkte fiir kontinuier-
liche Balken mit festen oder elastisch drehbaren Stiitzen,
und dasselbe gilt mithin auch von den Z-Punkten im
X-Polygone; diese Punkte konnen dann auch leicht
graphisch bestimmt werden, sowohl fiir gleichformige Be-
lastung als fiir eine Kinzellast (siehe Z. 1908, Heft 1). —
Fiir dag H-Polygon hat man im Falle einer gleichférmigen
Belastung iiber einem ganzen Felde:
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und fiir eine Kinzellast in den Abstinden @ und b vom
linken und rechten Ende des Feldes:
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Wiinscht man die Einfluilinien der Ueberziihligen zu be-
stimmen, und fiihrt daher die Konstruktion fiir eine Einzel-
last 1 in verschiedenen Stellungen durch, kann auch benutzt
werden, daB die Ordinate O°P, im H-Polygone nach 23)
und 33) geschrieben werden kann:
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und der erste Faktor hier (3, ,: Al) ist die Einfluordinate
des Horizontalschubes in einem Zweigelenkbogen derselben

Form und Abmessungen, wie des einzelnen Feldes des

Bogentrigers.
Weiter ist nach 36), indem /2, die Hohe der rte Siiule ist :
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und nach 37), indem der Ausdruck 40a) fur A" der Kiirze

halber als }i, fll' (1 4 ») geschrieben wird:
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3. Die Pfeilhthe der Bogen nimmt bis Null
ab, so daB der Triger ein geradliniger durch-
gehender Balken mit elastisch drehbaren Stiitzen
wird. Wenn wir vorliufig nur die Wirkung der lot-
rechten Belastung betrachten, werden in 20a) die
Grofien K, 87  und o gleich Null, und wenn wir weiter
noch die Liingeniinderung der Balkenachse vernachlissigen,
wird auch A? = 0, so daf die Gleichung 20a) zu

— (H,.,— H)k,_, + (H, — . Ok,
= —AX, .8, 4+ AX D,
reduziert wird, und da eine lotrechte Belastung (wenn
A% = 0) keine wagerechte Verschiebung der obern Siulen-
enden herbeifiihren kann, spaltet sich diese Gleichung
wieder folgendermakien :
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wenn hierin § mit der ebenso grofien ¢ ersetst wird,
driicken diese Gleichungen niimlich aus, daB die beiden
Krifte AH und AX, die die oben freie Siiule beanspruchen,
keine Ausbiegung des freien Siulenendes bewirken. — In
den Gleichungen 21a) und 22a) sind A, — 0 und
4,4y = 0, und wenn das Glied (H,— H,, )q, mittels
44) durch AX, ausgedriickt und mit der linken Seite der
Gleichung zusammengezogen wird, wird aus dieser linken

%, :
Seite: AX,(-:, - —k—'—q,.), oder z. B. im Falle von un-

veridnderlichem '[‘riigl‘;eitsmoment der Siule [mittels 39 a)|:

h,
AX, - 4;::77;., was mit der Formel 30b) in meiner frithern

Arbeit (Z. 1905, Heft 1) iibereinstimmt. Somit fallen die
Gleichungen 21a)—22a) mit denjenigen zusammen, auf
welchen die in meiner genannten friihern Arbeit ange-
gebene Konstruktion fiir kontinuierliche Balken mit elastisch
drehbaren Stiitzen aufgebaut ist, und die graphische Kon-
struktion hier wird also zu dieser einfachern reduziert.
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Zur Behandlung einer Temperaturinderung kann die
Konstruktion dagegen nicht ohne weiteres angewandt
werden, indem (mit A" = 0) die Ordinate 0°0, im
H-Polygone als Differenz der beiden Grifien 0P, und
0,P, gefunden wird, und diese werden beide unendlich
grof (letztere, weil v unendlich gro wird), ebenso wie
sich auch die O-Vertikale ins unendliche entfernt. Die
Gleichung 30) reduziert sich zu:
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wo K, =8} ,= etl, (fiir gleichformige Temperaturiinderung),
und auf Grund dieser Gleichung und der beiden Glenchungen
21a)—224a) des X-Polygons, welche gleichfalls ein wenig
vereinfacht werden, indem A, — A7, , — 0, kann leicht
eine ganz dhnliche Konstruktion wie die obenstehende an-
gegeben werden, was wir doch hier nicht weiter ver-
folgen wollen.

4. Der Bogen ist ein symmetrischer Zirkel-
bogen mit Halbmesser » und konstantem Trig-
heltsmoment J, (Abb, 23):
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Die von der Belastung abhingigen
Glieder werden am einfachsten da
durch berechnet, daB man in jedem

/ 29
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einzelnen Falle die Integrationen durch .z 7y l
Summationen ersetzt. s "‘& % - —:e

Wie schon in der Einleitung bemerkt, sind die hier
gezeigten graphischen Konstruktionen nur als graphische
Liosungen der Elastizititsgleichungen zu betrachten, und
sie konnen daher ebensogut fiir andre Gleichungen der-
selben Form gebraucht werden. Im ganzen erscheinen
diese Schlul3linienziige als ein allgemein anwendbares
Mittel zur Losung derartiger Systeme von linearen
Gleichungen, wo jede Gleichung nur eine begrenzte Zahl
aufeinander folgender Unbekannten enthiilt. In den An-
wendungen hier traten in jeder Gleichung drei bis fiinf
Unbekannte auf, fiir den Bogentriger in Abb. 1c¢ sogar
in jeder dritten Gleichung 7 Unbekannte; durch Anwendung
von Versuchspolygonen dritter, vierter. ... Ordnung kionnte
man aber offenbar Gleichungen, die noch mehr Unbekannte
enthiilt, behandeln (z. B. kénnte man' in dieser Weise auch
noch eine elastische Senkbarkeit der Stiitzen fiir den
Bogentriger in Abb. 1¢ beriicksichtigen), wenn auch die
Methode wohl kaum als praktisch brauchbar be-
trachtet werden kann, wenn sie weiter ausgedehnt wird,
wie schon oben vorgeschlagen.
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